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Exercice sur le théoréme des extréma liés

Exercice.

Soit n un entier supérieur a 2. On considére lapplication f : R" — R (z1,...,2,) — [[;—, ¥; et on pose :

I'= {(ml,...,xn) € [0, 4+o0["| in: 1}.

Etudier le maximum global de la restriction de f a T, Jir- Retrouver I'inégalité arithmético-géomeétrique.

Soit n un entier supérieur & 2 et soient Aj,..., A, des nombres réels strictement positifs. On considére ’application
[R5 R (21,...,2,) = [/~ 27 et on pose :
L
I = {(x17...7 eR" | Z*Z :1}.
i=1 z
Etudier le maximum global de Jir-
Soit n un entier supérieur a 2 et soient ay, ..., a, des nombres réels strictement positifs vérifiant Z?:l a; = 1. Démontrer
que :
n
(n—1)"
i=1
Corrigé.

On note g : R® — R (z1,...,2,) — Y.;_, #;. L’ensemble T' est fermé (car g continue et I' = ¢g~'({1}) N [0, +00[")
et borné (car inclus dans [0,1]") donc compact. La fonction f étant continue sur I', fir admet un maximum global
atteint en un point de a de T'. Si b € R™ a une coordonnée nulle alors f(b) = 0 < 1 = f(1,...,1) et donc, en notant
Q= {(21,...,2n) €]0,400["] Y1, 2; = 1} on a max fijo = max fir = f(a).

L’ensemble T est une hypersurface C* de R™ (car g est C'°), l'ensemble Q est ouvert de I" (car Q = I'N]0, +oo[™) et
Jjo admet un extremum local en a € €. Donc par le théoréeme des extréma liés, il existe un réel \ vérifiant grad f(a) =
Agrad g(a). En écrivant a = (aq, ..., a,) on obtient pour tout i dans {1,...,n} : @ = ), puis, comme f(a) est non nul,
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que tous les a; sont égaux. Or > a; = 1 et donc finalement a; = % Il en résulte que max fir = max fjq = f(a) =

Nous venons de montrer que pour tous nombres réels positifs z1,...,z, vérifiant Y .~ x; = 1, on a [[; z; < %

Soient x1,...,x, sont des nombres réels positifs non tous nuls. On se raméne au cas précédent par homogénéité : on

a Z T > 0 et les nombres réels positifs z71,...,T, avec T; = ﬁ vérifient Z _,&; = 1. Par le cas précédent :
i=1

n n”
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nuls. Finalement pour tous nombres réels x1,...,x, on obtient

(Hw) <52 el
=1 i=1

; - n o\ . . .. ..
(H’iﬂl)n = H?:l r; < == et finalement ]_L 1T < (%) . Cette inégalité est trivialement vraie si tous les x; sont

A chercher pour la prochaine séance !

A chercher pour la prochaine séance! (et ne pas utiliser les questions a) ou b))



