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1. MOTIVATIONS

L’une des applications légitimant les aspects théoriques de ce cours est I’étude de signauz, — on entendra par
la des fonctions réelles dépendant du temps, représentant par exemple une intensité sonore ou lumineuse.
Dans les faits, un signal apparait bien souvent sous forme analogique (i.e. continue) : on le modélise par
une fonction f(t) dépendant du temps ¢ € R. Malheureusement, en pratique, il est impossible de capter ou
de stocker ce signal sous cette forme, qui recele une “quantité infinie d’information”.
Ainsi, on s’intéresse souvent & la version échantillonnée de ce signal, qui est la distribution

fdisc =a Z f(na)(snaa
nez

ol a > 0 est la pas d’échantillonnage. Mathématiquement, fgisc est obtenue & partir de f(¢) en faisant
I’approximation

ONEIEDY Fa) Y 1amrpya[®) = 2. f(na)  adna,
nez = apprv.oxi.mation de la fonction
caractéristiaue 1)\ 1y, (4 1)a[

fonction prenant la valeur f(na)

sur intervalle |(n—1)a,(n+3)a[

La transformée de Fourier de cette distribution (correspondant au spectre du signal échantillonné) est

fdisc(g) =a Z f(na)eimmmﬁ
nez
celle-ci est appelée transformée de Fourier en temps discret (Discrete Time Fourier Transform, ou DTFT en
anglais).

Cette derniere fonction est encore difficile a manipuler, puisqu’elle met en jeu un nombre infini d’échantillons
du signal f(t), et présente une résolution continue en fréquence. Pour pallier ces difficultés, on introduit
un nouvel outil, la transformée de Fourier discréte (Discrete Fourier Transform, ou DFT en anglais), qui
consiste a considérer la version échantillonnée - tronquée du signal f(¢) :

N-1
fdisc,t =a Z f(na)(snav
n=0

ou seules N valeurs du signal sont présentes (les valeurs f(na), pour n =0,..., N —1). On consideére alors
la transformée de Fourier de cette derniere fonction :
N—1
dise,t(§) = a Z f(na)e=mmas,
n=0

qui sera elle-méme échantillonnée en N valeurs de la fréquence &, =
1

k
e k=0,...,N—1.



La transformée de Fourier discréte opére donc sur un vecteur de taille N (correspondant aux N échantillons
f(na), n =0,...,N — 1 d’un signal analogique f(t)), et renvoie un vecteur de taille N correspondant aux
N valeurs approximatives m(l\%), k=0,...,N —1 du spectre de f.

La transformée de Fourier discrete est un outil précieux sur le plan pratique, car son action sur un vecteur
de taille N peut étre calculée trés rapidement (avec une complexité en O(N log N)), par Palgorithme de la
transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform, ou FFT en anglais).

Notons que 'on s’est bien gardé de préciser en quel sens les coefficients calculés par le transformée de
Fourier discrete constituent une “bonne” approximation du spectre de f. Cette question est en effet délicate,
et son traitement rigoureux depasse le cadre de ce cours.

2. SUITES DISCRETES ET CONVOLUTION CIRCULAIRE

Soit h = (hp)nez €t © = (2, )nez deux suites discretes. La convolution de h et x est la suite discréte donnée
par la formule :

(1) VnelZ, (h*x),= Z hiTp—g-

Cette définition est formelle car il n’est pas toujours garanti que la somme ci-dessus soit bien définie. A titre
d’exemple, c’est le cas dans les deux contextes suivants :

e La suite h est a support compact, i.e. seul un nombre fini de hy, k € Z sont non nuls.
e Les deux suites h et x sont a support limité a gauche, i.e. il existe un entier M € Z tel que :

Yn< M, h, =z, =0.

Ce dernier cadre est particulierement judicieux lorsque h et x représentent des signaux temporels,
qui commencent au temps ¢t = 0 (et donc h,, = z,, = 0 pour n < 0).

Soit maintenant x une suite discrete de taille finie N, a valeurs complexes. Dans toute cette présentation,
on considérera de maniére équivalente x comme le vecteur x = (xq,...,N_1) € CN de ses valeurs, ou bien
comme la suite discrete infinie z = (z,,)nez € CZ obtenue en périodisant le vecteur (x,...,zy_1) € CV ala
période N, i.e.

VneZ, Tn=2TnmodN-

Définition 1. Soit h,x € CV deux suites de tailles N (ou, de maniére équivalente, deux suites de CZ,
périodiques de période N ). La convolution circulaire h@ x de h et x est la suite de taille N définie par :
N—1
VHZO,...,N*L (h®$)n: thzn—kmodN-
k=0

Une premiere propriété élémentaire de la convolution circulaire est sa commutativité :
Lemme 1. Soit h,z € CV deuz suites de tailles N, alors on a :
h®rx=xz®h.

Démonstration. Soit n =0,..., N —1 ; on décompose la somme figurant dans la définition de la convolution
circulaire de la manieére suivante :
N-1
Wik + Y, P&k mod N
0 k=n+1
N-1
hiTp_r + Z heTn_kyN

0 k=n+1
N—-1

= Zhnfpxp'f' 2 hnprrpr»

p=0 p=n+1

1=

(h®z), =

>
Il

|
wM:

3

ou 'on a effectué le changement de variables p = n — k dans la premiére somme au second membre ci-dessus
(p varie donc de 0 & n) et le changement de variables p = n — k + N dans la seconde somme (p varie alors
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den+14a N —1). On adonc :

N-1
(h@x Z hn pmod NTp = (ZL’@h)n,

p=0
ce qui est le résultat attendu. O
La convolution circulaire peut étre vue comme un cas particulier de la convolution (1) de deux suites
infinies, comme le précise la proposition suivante :

Proposition 2. Soit x € CV une suite de taille N (ou, de maniére équivalente, une suite infinie, périodique
de période N), et soit h = (hy)nez € CZ une suite sommable, i.e.

2 || < c0.

nez
Alors la convolution h = x est bien définie ; c’est une suite périodique de période N, et on a
(2) h+x=hy®z,

ot hy € CN est la suite périodique de période N définie comme la périodisation de h :

¥n=0,...,N =1, hynn= hnipn.

PEZ
Démonstration. Tout d’abord, on a, pour tout n € Z :
D il || < (Z | |> ( sup |:vn|> < o,
keZ, nez =0,...,N—1

si bien que la somme (1) définissant la convolution (h * z),, converge, et le produit de convolution h * x est
donc bien défini. Par la définition

VTLEZ, h*x thxnk

keZ
il est évident que h = x est périodique de période N.
Vérifions enfin la formule (2) ; on écrit a cet effet :
Vn e Z, (h * x)n = Z hn_kxk

keZ

N—1
= Z Z hn—p—qNTprqn

q€Z p=0

ou l'on a décomposé l'indice k£ € Z de la somme au second membre suivant son reste dans la division
Euclidienne par N, i.e. en I’écrivant k = p + ¢gN, ou le reste p prend les valeurs 0,... N — 1, et le quotient ¢
parcourt Z. Utilisant maintenant la périodicité de x, on peut ré-arranger cette double somme comme :

N-1
h*l‘ Z Z hn —p—qNTp = Z Zp <Z h(n—P)-‘qu) ?
qeZ p=0 p=0 q€Z
soit, par définition de la suite hy et de la convolution circulaire :
(h * :E)n = (hN @x)'rw

ce qui est la formule attendue. O



3. LA TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

Commencons par donner la définition de la transformée de Fourier discréte d’'un vecteur x € CVV.

Définition 2. Soit x = (z0,...,2x_1) € CV une suite finie de taille N. La transformée de Fourier discréte
de x est la suite finie de taille N T = (Z1,...,2n_1) € C définie par

N—1
(3) Vh=0,... . N—1, &= ) z,e 2%,

n=0

Une premiere propriété remarquable de cette opération est le résultat d’inversion suivant, qui est tres
semblable au théoreme d’inversion de la transformée de Fourier des distributions tempérées.

Proposition 3. (Inversion de la transformée de Fourier discréte) L’application CV 5 x v+ T € CV induite
par la transformée de Fourier discréte est un isomorphisme. L’application réciproque s’écrit :

(4) Vn=0,....N—1, z,=— Tpe?™ N,

Démonstration. L’application z ~— 7 est clairement une application linéaire de l'espace vectoriel CV (de
dimension finie) dans lui-méme. Ainsi, pour prouver le résultat, il suffit de montrer que la formule (4) réalise
un inverse a gauche de la transformée de Fourier discrete donnée par (3). Plus précisément, il s’'agit de
montrer que :

1 N—-1 /N—1 ok o
(5) VTL = 0, .. .,N — 17 Ty = N ( xpe2lﬂ'1;\,'> 627,7\'%'

k=0 p=0 p=0 k=0
N-1 N-1 ( N
_ o S
= Y| X ()
p=0 k=0

On remarque & présent que la somme interne dans le second membre ci-dessus s’écrit comme
N-1
Z w", ol w est une racine N-éme de I'unité.
n=0

En particulier, on a :
-1

hy

(eQiTF ('rL;]P) )k _ { N Si n = p

0 sinon.

k=0
Ainsi, on obtient :

N-1 /N-1 . X

ke .

Z (Z xpe—21ﬂN> eszW = Nz,

k=0 p=0
ce qui prouve le résultat attendu (5), et achéve la démonstration. (]

La proposition suivante est I’analogue discret de la relation bien connue entre transformée de Fourier d’un
produit de convolution de deux distributions et le produit des deux transformées de Fourier.

Proposition 4. Soit h,x € CN deux suites de taille N ; alors :

(i) La suite de taille N z := h® x a pour transformée de Fourier discréte
Vk=0,....,N—1, 2= hi2s.
(i) La suite de taille N pp := h,2y a pour transformée de Fourier discréte

Vk=0,....N—1, pp=(h@®2)s.
4



Proof. La propriété (ii) se déduit immédiatement de (i) en utilisant la transformée de Fourier inverse, et on
se concentre sur la preuve de (7).
Par définition, on a :

Vn=0,...., N—-1, z,= Z hpTp—p,

ou tous les indices sont implictement compris modulo N dans ce qui suit pour simplifier les écritures. Ainsi,
la transformée de Fourier Zj, s’écrit :

N—-1N-1
~ — 24k
Vk=0,....N—-1, Zz = hpTn—pe N
n=0 p=0
N—-1N-1 I
_ —2im — 24 A RIE
(6) = hpe N Tp—pt N
n=0 p=0
N-1 I
_9ip bk n—p
= hye 2" Z Tppe 2T
p=0
Or, pour p € {0,..., N — 1} fixé, le changement d’indice £ = n — p dans la somme interne au second membre
ci-dessus donne :
N—-1—p
P e DL 2
I S

Puisque la suite {xge_%r% }g , est périodique de période N, toutes les sommes de N termes consécutifs de
€
cette suite sont égales, et donc :

N— " N—

— P itk
2 Ty pe 247 (n=p)k E 2im R
n=0 /=0

Revenant & (6), on a alors :

~ _9; Pk o Lk
Vk=0,....N—1, 3 = hpe 2N | Y e PN
p=0 £=0
N—1 N—1
_ hp6727,7rp—k Z T 24w £
p=0 £=0
=y,
ce qui est le résultat attendu. O

Donnons une derniere propriété fondamentale de la transformée de Fourier discréete, qui est un analogue
discret de la formule de Parseval.

Proposition 5 (Formule de Parseval). Soit x,y € CV deux suites de taille N ; alors :

N—-1 1 N—-1 L
n=0 k=0

Démonstration. Introduisant la définition (3) de la transformée de Fourier discréte dans la relation (7) a
prouver, il vient :

N-1 N—-1N—-1N-1
1 — 1 — 2T (p—a)k
N2 =y ot T
(8) k=0 k=0 p=0 ¢=0
N—-1N-1 N-1
. 1 _9in(P—2)
= N TpYq Z e



Comme dans la démonstration de la Proposition 3, on remarque que la somme interne au second membre
ci-dessus met en jeu la somme des puissances d’une racine N-éme de 'unité ; ainsi :

NZT ( 72i7r(p—q>>’f { N sip=gq
e N = :
0 sinon.
k=0

Ainsi, seuls les termes correspondant aux indices p = ¢ sont possiblement non nuls dans la somme au second
membre de (8). Il en résulte que :

1 N-—1 L 1 N-—1
N ;;0 TrYk = N ;)(xp%N)>

hS}

ce qui termine la preuve. O



