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Chapitre 1

Espaces métriques

1.1 Définition des espaces métriques et premiers exemples

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d de X x X
dans R telle que

y) = 0= zxz=y
d(z,y) = d(y, )
y) < d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire)

pour tous éléments x,y,z de X. Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.
Quelques exemples
e Prenons X =R et d(x,y) = |z — y|. Cela définit un espace métrique.
e Prenons X = R" et choisissons les différentes distances suivantes:

de(z,y) < (i(ﬂfj—yj)2>

=1

=

déf
doo(z,y) = @glej—yjl

N
déf
di(zy) = D les—yjl
j=1

Démontrons que ce sont bien des distances. On a, pour tout j,
|25 = yil < lwj — 2 + |25 — y5l-
Par sommation, on obtient que d; est bien une distance. De plus, on a, pour tout j,
5 = yjl < g = 2l + 25 = y5] < doo(@, 2) + doo(2,9)

et on en déduit que dy, est bien une distance.

Démontrons que d. est bien une distance. Les deux premieres propriétés sont évidentes.
Démontrons la troisieme (I'inégalité triangulaire). Soit z, y et z trois points de RY.
Ecrivons que

(25— y;)? = (25— 2+ 2 = y)* = (2 — 2))* + 2(x; — 2;) (2 — yy) + (27 — ;)"
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Par sommation par rapport a j, on trouve que

de(z,y)? = de(z, 2) +2Z i — 2))(zj — yy) + de(z,9)2 (1.1)

Pour la commodité du lecteur, nous allons redémontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a

savoir
N N 1 N 1
>oah < (3oad)* (200)" (1.2)
j=1 j=1 j=1
Comme, pour tout réel A,
N
Z aj + \bj)
7j=1

on a, pour tout réel A,

Za +2)\Za]b2+/\226]2~ > 0.
j=1

Le discrimant du polynoéme en A ci-dessus est donc négatif, d’ou I'inégalité (1.2).

Appliquons cette inégalité a (1.1). Ceci donne

do(2,9)? < de(, 2)? 4 2de(, 2)do(2,y) + d(2,y)* = (de(z, 2) + de(z,y))2,

ce qui acheve la démonstration du fait que d. est une distance. Il s’agit de la distance
dite ”euclidienne”.

e Prenons a nouveau X = R, considérons une application injective ¢ de R dans R et
définissons

do(z,y) = |p(z) — p(y)|.

L’application d, est une distance sur X.
e Soit X un ensemble quelconque. On définit 'application suivante

d XxX — RT
(x,y) +— 1siz#y, 0sinon

C’est une distance sur X (Exercice: vérifiez-le!).
La notion de boule jouera un role crucial dans toute la suite.

Définition 1.1.2. Soient (X, d) un espace métrique, x un point de X et o un réel strictement
positif. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon «, et I'on note B(x,«) I'ensemble
des points y de X tels que d(z,y) < a.

La notion de distance permet de définir de maniere abstraite, simple et générale, le concept
de limite d’une suite et celui de fonction continue.



Définition 1.1.3 (convergence des suites). Soient (z,)nen une suite d’éléments d’un espace
métrique (X, d) et £ un point de X. On dit que la suite (x,)nen converge vers ¢ si et seulement
si
Ve >0, 3ng/ Vn >ng, z, € B(l,e).
Remarquons que cette définition n’est qu’une écriture différente de la définition ” classique”
qui dit que la suite (z,,)nen converge vers £ si et seulement si

Ve >0, Ing/ Yn > ng, d(x,,l) <e.

Définition 1.1.4 (continuité des fonctions). Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques.
On consideére une fonction f de X dans Y et un point xo de X. La fonction f est continue en
xo Si et seulement si

Ve>0, 3a>0/ f(B(zg,a)) C B(f(xo),€).

Remarquons que cette définition n’est qu’une écriture différente de la définition ” classique”
qui dit que la fonction f est continue en z( si et seulement si

Ve>0,da>0/VoreX, dz,v9) <a= 6(f(x), f(zxo)) <e.

Nous revisiterons ces notions dans les sections 1.3 et 1.4.

1.2 Les notions d’ouvert et de fermé

Définition 1.2.1. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). On dit que A est un ouvert
si et seulement si pour tout point x de A, il existe un réel strictement positif « tel que la
boule ouverte de centre x de de rayon « soit incluse dans A. Par convention, I’ensemble vide
est ouvert.

La premiere classe d’exemples d’ouverts sont les boules ouvertes. En effet, on la la propo-
sition suivante.

Proposition 1.2.2. Soit (X,d) un espace métrique. Toute boule ouverte est un ouvert.

Démonstration. Soit y un point de la boule ouverte B(x, «), considérons la boule ouverte de
centre y et de rayon o — d(z,y) (qui est un nombre strictement positif). Soit z un point de
cette boule. D’apres I'inégalité triangulaire, on a

d(x, z) < d(z,y) +d(y, 2) < d(z,y) + o —d(z,y) = a.
La proposition est démontrée. O

Proposition 1.2.3. Toute réunion d’ouverts en est un. Toute intersection finie d’ouverts en
est un.

Démonstration. Soit (Uy)rea une famille quelconque d’ouverts et x un point de U dét U U,.

AEA
Par définition, il existe un A € A tel que z € Uy. Comme U), est ouvert (ce qui signifie égal a

son intérieur),

Jda>0/ B(z,a) CU\CU

et donc U est ouvert.



N
Soit U = ﬂ ou les U; sont des ouverts. Par définition, pour tout j € {1,--- N}, il existe
j=1
un réel strictement positif «; tel que B(x, a) C U;. Soit « et min{«;, j € {1,---N}}. Pour
tout j, la boule ouverte B(x,a) est incluse dans U; et donc U est ouvert et la proposition est
démontrée. O

Le lemme suivant décrit ce que sont les ouverts d’un espace métrique.

Lemme 1.2.4. Soit (X, d) un espace métrique. Les ouverts de X sont les réunions de boules
ouvertes.

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.3 ci-dessus, une réunion de boules ouvertes est un
ouvert. Soit U un ouvert de X, par définition, pour tout x de U, il existe un réel strictement
positif a, tel que B(z,a,) C U. On a donc

Uc|JB@a) cU
zeU
D’ou le lemme. O

Nous allons maintenant définir les ensembles fermés.

Définition 1.2.5. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). On dit que A est un fermé
si son complémentaire est ouvert, autrement dit si, pour tout x dans X,

(Yo eR* Bz,0)nA#£0) =z e A

Par convention, I’ensemble vide est fermé.
La proposition 1.2.3 implique immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.2.6. Soit (X, d) un espace métrique. Toute intersection de fermés en est un.
Toute réunion finie de fermés en est un.

Définition 1.2.7. Soit A une partie quelconque d’un espace métrique (X, d). L’intérieur de
A est 'ensemble des points de A qui sont le centre d’une boule incluse dans A.

L’adhérence de A est I'ensemble des points de X tels que toute boule centrée en ce point
rencontre A.

La frontiere de A est I’ensemble des points de X tels que toute boule centrée en ce point
rencontre a la fois A et son complémentaire.

Ces ensembles sont notés respectivement A, A, FrA.
Une partie A de X est dense dans X si A = X.

La définition ci-dessus peut s’écrire de la maniere suivante
r €A+ (e >0 B(z,e) CA).
r€A+= (Ve >0 B(z,e)NA#D).
reEMA<= (Ve >0 B(x,e)NA#Det B(x,e)N (X \ A)#0.

D’apres la définition, on a aussi FrA = A N Ac.
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Proposition 1.2.8. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). On a

fe) o

(A =A¢ ot A°=(A%).

]
Démonstration. Un point  de X appartient a (A) si et seulement si

Va >0, B(z,a) N A # 0,

ce qui signifie exactement que x appartient & 'adhérence du complémentaire de A. Un point z
appartient a (A)¢ si et seulement si

da >0, B(z,a)NA=10,

(o]
c’est-a-dire B(x, ) C A¢, ce qui signifie que x € (A°). La proposition est démontrée. O

Proposition 1.2.9. L’intérieur de A est ouvert, et il contient tout ouvert inclus dans A.
L’adhérence de A est fermée, et elle est incluse dans tout fermé contenant A.

On résume ces propriétés en disant que l'intérieur de A est le plus grand ouvert inclus

dans A, et 'adhérence de A est le plus petit fermé contenant A. En particulier, A est ouvert
si et seulement si il est égal & son intérieur, et A est fermé si et seulement si il est égal a son
adhérence.
Démonstration. Soit z un point de l'intérieur de A : il existe £ > 0 tel que la boule B(x, ¢) est
incluse dans A. Pour voir que l'intérieur de A est ouvert, il s’agit de montrer que cette boule
est en fait incluse dans l'intérieur de A. Nous avons vu que les boules ouvertes sont des ouverts
(proposition 1.2.2) : pour tout y € B(z,¢), il existe a > 0 tel que B(y,«) C B(x,e) C A, ce
qui prouve que y est dans l'intérieur de A, comme voulu.

Pour montrer que l'intérieur contient tout ouvert O inclus dans A, il suffit de partir d’un
point de O et d’écrire la définition des ouverts.

Les propriétés de ’adhérence peuvent s’en déduire par passage au complémentaire a ’aide
de la proposition 1.2.8. O

Proposition 1.2.10 (critere séquentiel). Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Un
point x de X appartient & A si et seulement si il existe une suite (a,)neny d’éléments de A

tellle que lim a, = x. La partie A est fermé si et seulement si pour toute suite (Zp)neN
n—0o0

d’éléments de A, supposée convergeante, la limite de la suite (zy)nen appartient a A.

Démonstration. Supposons que x soit limite d’une suite (ap)nen d’éléments de A. Pour tout
réel strictement positif «, il existe un entier ng tel que a,, appartienne a B(z,«) ce qui
implique que B(x,a) N A # (). Donc x € A.

Réciproquement, supposons que z € A. Alors, pour tout entier strictement positif n, il
existe un élément a, de X tel que

1
an, € AN B(x,—)
n

Soit (an)nen la suite ainsi définie. La suite (a,)nen vérifie

1
d(an, ) < o
La suite (a,)nen converge donc vers x et la premiére partie de la proposition est démontrée.

La seconde partie découle de la premiere, et du fait que A est fermé si et seulement si

A=A. O



1.3 La continuité des fonctions décrite en termes d’ouverts

Commengons par redémonter quelques propriétés bien connues dans le cas usuel des fonctions
réelles d’une variable réelle.

Proposition 1.3.1 (composition des fonctions continues). Soient (X, d), (Y, ) et (Z, p) trois
espaces métriques, f et g deux fonctions respectivement de X dansY et deY dans Z. Soit xg
un point de X tel que f soit continue en xq et g le soit en f(xg). Alors la fonction g o f est
continue en x.

Démonstration. Soit € > 0. La fonction g étant continue en yo = f(xo), il existe a > 0 tel
que

9(B(yo, @) C B((g(v0)¢€)-

La fonction f étant continue en xg, il existe 8 > 0 tel que

f(B(zo,8)) € B(f(x0), ).
On en déduit alors que
(90 [)(B(zo,8) € B((go f)(x0),¢)

(on a utilisé I'implication A C B = g(A) C ¢g(B)). Ceci conclut la démonstration. O

Proposition 1.3.2. Considérons deux espaces métriques (X,d) et (Y,9) et f une fonction
de X dansY et (x,,)nen une suite d’éléments de X. On suppose que (x,)nen converge vers ¢
et que la fonction f est continue en {. Alors la suite d’éléments de Y définie par (f(zn))nen
converge vers f({).

La démonstration de cette proposition est analogue a celle de la proposition précédente et
est laissée en exercice au lecteur.

Nous allons maintenant donner une caractérisation des fonctions continues en tout point
en terme d’ouverts (et de fermés).

Théoréme 1.3.3 (Caractérisation des applications continues). Soit f une application entre
deux espaces métriques (X,d) et (Y,0). Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

e L’application f est continue en tout point de X,
e ['image réciproque d’un ouvert est un ouvert
e 'image réciproque d’un fermé est un fermé.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que I’équivalence entre les points deux et trois
résultent du fait que les complémentaires des ouverts sont les fermés (et réciproquement) et
que

fHU) = {reX/ f(z) U}
= {zeX/ f(x) e U}
= (fHUo)-
Démontrons maintenant 1’équivalence entre les points un et deux. Tout d’abord, faisons

une petite digression sur I'image réciproque d’un ensemble.
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Lemme 1.3.4. Soit f une application d’un ensemble X dans un ensemble Y. Soit A une
partie de X et B une partie de Y. On définit

fiB)={zeX/ fx)eB} et f(A)={yeY/3acA/f(a)=y}

Alors on a

FUTHB) =BNf(X) et fHf(A)={reX/3acA/ f(z)=fla)}.
En particulier, f(f~1(B)) C B et AC f~1(f(A)).

Démonstration. Soit y un élément de B N f(X). Il existe un = de X tel que y = f(X
Par définition de l'image réciproque d’un ensemble, x € f~1(B) et donc y € f(f (B
et donc BN f(X) C f(f~Y(B)). L’inclusion réciproque est évidente. Donc f(f~'(B)) =
BN f(X).

De plus, par définition de I'image réciproque, = appartient & f~1(f(A)), si et seulement si
il existe un élément b de f(A) tel que f(z) = b, c’est-a-dire qu’il existe un élément a de A tel
que f(z) = f(a). D’ou le lemme. O

).
)

Suite de la démonstration du Théoréme 1.3.8 Supposons f continue en tout point de X et
considérons un ouvert U de (Y, §) et un point = de f~(U). L’ensemble U étant un ouvert qui
contient f(x), il existe par définition un réel strictement positif g9 tel que B(f(x),e9) C U.
La fonction f étant continue en z, il existe a > 0 tel que

f(B(z,a)) C B(f(x),0)-

Ainsi donc
B(z,0) € f7(f(B(),0)) € U(B(f(@),20)) € f7(U)

ce qui montre que U est ouvert.

Réciproquement, supposons que l'image réciproque de tout ouvert est un ouvert, et mon-
trons que f est continue. Soit zp un point de X, et € > 0. La boule B(f(zg),¢) est un ouvert
de (Y,d). Par hypothese, f~1(B(f(z0),€)) est un ouvert de (X,d). Donc il existe a > 0 tel
que B(xg, ) soit inclus dans f~1(B(f(z0),¢)) et on a

F(Blxo,a)) € f(f7(B(f(x0),9))) € B(f(0).)

ce qui conclut la démonstration. 0O

1.4 Notion de valeur d’adhérence d’une suite

Le concept suivant sera tres important pour la suite du cours.

Définition 1.4.1. Soit (z,,)nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). On définit
l'ensemble (éventuellement vide) des valeurs d’adhérence de (x,)nen que 'on note Adh(x,)
par
Adh(z,) et ﬂ A, avec A, def {Zpm,m >n}.
neN

Autrement dit, x est une valeur d’adhérence de la suite si et seulement si il existe des termes
arbitrairement grands de la suite qui sont arbitrairement proches de x :

Ve > 0,Yng >0, In >ng /z, € B(z,¢).
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Exemples Dans R muni de la distance |x — y|, la suite (2, ),en définie par x,, = n est telle
que Adh(x,) = () et la suite (y, )nen définie par y, = (—1)"*! est telle que Adh(z,) = {—1,1}.

Théoréme 1.4.2. Soit (z,,)nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). Un point ¢
de X appartient a Adh(z,,) si et seulement si il existe une fonction strictement croissante ¢
de N dans N telle que

lim g, = L.

n—o0

Démonstration. Avant d’entamer la démonstration proprement dite, remarquons qu’une fonc-
tion strictement croissante de N dans N vérifie

Vn e N, ¢(n) > n. (1.3)

Démontrons cette propriété par récurrence. Elle est bien str vraie pour n = 0. Supposons la
réalisée pour n. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢(n+1) > ¢(n) > n. Ceci implique
que ¢(n + 1) > n+ 1. En particulier, la suite (¢(n)),en tend vers 'infini avec n.

Revenons a notre démonstration. Si ¢ appartient a Adh(z,), on définit par récurrence
la fonction de la maniére suivante: on choisit ¢(0) = 0 et puis, on définit ¢(n + 1) & partir
de ¢(n) comme

aéf . 1
pn+1) = mln{m > ¢(n) /d(xm, l) < ﬁ}

(Le fait que ¢ soit une valeur d’adhérence de la suite garantit que 'ensemble intervenant dans
cette définition est non vide.) Par construction, la fonction ¢ est strictement croissante et
nous avons, pour tout n > 1,

1
d(aj(b(n),f) < - et donc  lim Tp(n) = L.

n—00
Réciproquement, s’il existe une fonction strictement croissante ¢ telle que T}Ln;o Ty = ¢,
pour tout € > 0, il existe ng tel que
Vn > ng, d(z(p(n)),l) < e.
Comme, d’apres (1.3), ¢(n) > n, on en déduit que
Ve >0,Vn e N, dm >n/ d(xm,l) < ¢,
ce qui signifie exactement que ¢ appartient a Adh(z,,). a

Proposition 1.4.3. Soit (z,)nen une suite d’un espace métrique (X,d) que l'on suppose
convergeant vers un point ¢ de X. Alors Adh(x,) = {¢}.

Démonstration. Par définition de la limite d’une suite, pour tout € > 0, il existe ng tel que
I’ensemble A,,, de la définition ci-dessus soit inclus dans la boule ouverte B(4, ¢). Donc soit z
un point de X distinct de ¢, en prenant ¢ strictement inférieur & d(¢, z), on trouve que = € A,
et donc que = € A,, pour tout n > ng. D’oll la proposition. O

Remarque 1l est possible qu’une suite (x,)nen soit telle que Adh(z,) = {¢} et ne converge
pas. Considérons par exemple la suite de nombres réels définie par

1
2n +1

Ton =2n et Topy1 =
Bien que cette suite ne converge pas, on a Adh(z,) = {0}.
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1.5 Notion de distance induite et de sous espace métrique

Définition 1.5.1. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On appelle sous-
espace métrique associé a la partie A le couple (A,dax4)).

Il est trivial que la restriction de la distance d & A x A définit une distance sur A. Il est
maintenant nécessaire de comprendre ce que sont les ouverts du sous espace métrique A. Ceci
est décrit par la proposition suivante.

Proposition 1.5.2. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X; les ouverts
de (A,dax ) sont les ensembles qui s’écrivent comme intersection de A avec un ouvert de X.

Démonstration. Soit U un ouvert de X, démontrons que U N A est un ouvert de (A,dax4).
C’est évident si UNA = (). Soit a un point de UNA. Comme U est un ouvert de X, il existe un
réel strictement positif « tel que Bx(a,a) C U (ou Bx/(a,«) désigne 'ensemble des points x
de X tels que d(a,z) < a). Mais Bx(a,®) N A est exactement la boule ouverte de centre a et
de rayon « au sens de (A, dax4). Donc U N A est un ouvert de 'espace métrique (A, dax4) -

Démontrons maintenant la réciproque. Soit U un ouvert de (A,dax4), le lemme 1.2.4 dit
que U est une réunion de boules ouvertes de (A, dax), plus précisement que

U= U By(z, ay).

zelU
Or By(x, ) = Bx(z,0,) NA. Soit V def U Bx(x,0z). Cest un ouvert de X car réunion
zeU
de boules ouvertes (de (X,d)) et U =V N A et la proposition est ainsi démontrée. O

ATTENTION! Lorsque 'on parle d’ouverts et de fermés dans le cas de sous espaces métri-
ques, il faut étre prudent et réfléchir pour éviter les erreurs. Remarquons tout de suite que A
est fermé et ouvert au sens de 1 ’espace métrique (A, dax4) sans que cela préjuge en rien de
ces propriétés en tant que partie de I'espace métrique (X, d).

Prenons un exemple un peu moins trivial. Soit X = R muni de la distance d(z,y) = |z —y|.
Considérons quatre nombres réels a < b < ¢ < d et posons A = [a,b] U [¢,d]. Nous allons
démontrer que [a, b] est un ouvert et un fermé de (A, dax4).

Démontrons que [a,b] est fermé dans A. Soit (x,)neny une suite déléments de [a, b]
convergeant (au sens de (A,daxa) vers un élément ¢ de A. Cette suite converge au sens
de (X,d) vers ¢; Comme [a,b] est un fermé de X, ¢ appartient a [a,b]. Donc [a,b] est
fermé pour l’espace métrique (A,dsx4). Démontrons qu’il est ouvert pour 1’espace
métrique (A,daxa). Soit x €]a,b], si ¢ < min{b — =,z — a}, alors l'intervalle ouvert (c’est-
a-dire la boule ouverte) de centre z et de rayon e est inclus dans |a,b[. Démontrons main-
tenant que a et b sont des points intérieurs de [a,b] pour I’espace métrique (A, dsx4).
Soit € < b — a, la boule ouverte de A de centre a et de rayon € est

la—e,a+¢[NA=la,a+¢]

et donc incluse dans [a,b]. Donc a est un point intérieur de [a,b] pour 1’espace mé-
trique (A,daxA).

Démontrons que b est aussi un point intérieur de [a, b] pour I’espace métrique (A, dsx ).
Soit € un rél strictement positif strictement infefieur & min{b — a,c — b <}. La boule ouverte
de A de centre b et de rayon ¢ est

|b—e,b+¢e[NA =]b—¢,]
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et donc incluse dans A. Donc le point a est un point intérieur de [a,b] pour 1’espace
métrique (A,dax4).

Cet exemple est a méditer.

1.6 Produit d’espaces métriques

Définition 1.6.1. On se donne N espaces métriques (X1,d1),...,(Xn,dn). On peut munir
Pensemble produit

Xy x - XXN:{(xl,...,xN) |x1 e X4q,...,xN EXN}
de la distance d., définie par

doo((21, ... 2N), (@], ..., 2y)) == max (di(z1,2)), ..., dy(zN, 2y))

eXix-xXn eXyx-xXn

dont le lecteur vérifiera qu’il s’agit bien d’une distance. On obtient ainsi un espace métrique
appelé produit des N espaces (X1,d1),...,(Xn,dn).

Remarquons qu’une suite (xgn), .. .,x%))neN dans cet espace converge vers une limite
(4i,...,LN) si et seulement si chacune des suites (a:z(n))neN converge vers {;.

La formule ci-dessus n’est pas la seule possible, on peut aussi définir, par analogie avec
RN , les métriques dy et do :

déf
(- on), (@) S di(, o)

2

Exemple Lorsqu’on applique cette construction avec X; = --- = Xy = R et en prenant
pour chacune des distances d; la distance usuelle sur R, on retrouve l'espace métrique RY
munit des métriques définies au début du chapitre.

Définition 1.6.2. Une distance d est équivalente d une autre distance § définie sur le méme
ensemble X s’il existe une constante k > 1 telle que les inégalités

d(z,y) < ké(z,y), o(z,y) < kd(z,y)

sont vérifiées pour tout x,y dans X. On dira que les distances induisent la méme topologie
si I’ensemble des parties ouvertes définies a l'aide de d est le méme que [’ensemble des parties
ouvertes définies a l'aide de §.

L’équivalence de distance est une relation d’équivalence, ce qui signifie qu’elle est réflerive
(toute distance est équivalente a elle-méme), symétrique (si d est équivalente a § alors ¢ est
équivalente a d), et transitive (si d est équivalente a §, et si § est équivalente a p, alors d
est équivalente a p). Toutes ces propriétés sont tres faciles a montrer. Le fait d’induire la
méme topologie est également une relation d’équivalence (c’est immédiat). La proposition
suivante montre que les trois distances dq, do, dso que ’on vient de définir sur le produit de N
ensemble induisent la méme topologie : en, particulier les notions de suites convergeantes, ou
d’applications continues, sont les mémes pour les trois distances.
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Proposition 1.6.3.
e Les trois distances di, ds, do définies sur l’espace produit X1 x Xo sont équivalentes.

e Deux distances d,d’ qui sont équivalentes sur un ensemble X induisent la méme topolo-
gie.

Démonstration. On donne la preuve seulement dans le cas du produit de deux espaces
métriques, a charge pour le lecteur d’écrire les détails dans le cas d’un produit de N espaces
avec N quelconque. Considérons d’abord deux nombres positifs a, b, et les quantités

Ay =a+b, Ay=(a®+1)7, Ay =max(a,b).

on a clairement 4; < 24, et Asx < A;. En appliquant ceci avec a = dy(z1,2)) et b =
da(x2,2%), on obtient ’équivalence entre d; et ds. De méme, on a Ag < V2A, et Ay < Ao,
on en déduit que dy et dy sont équivalentes. Finalement, par transitivité, les trois distances
sont équivalentes.

Soient maintenant d, § deux distances équivalentes sur un ensemble X . Pour tout z,y € X
ete>0,ona

o(z,y) < % = d(z,y) <e

ce qui signifie que la boule By(z, £) pour la premiére distance contient alors la boule Bs(x,e/k)
pour la deuxieme distance. Maintenant si O est un ouvert pour la distance d, et z un point
de O, il existe £ > 0 tel que la boule By(z, €) soit incluse dans O, mais alors la boule Bs(x,e/k)
est également incluse dans O, ce qui veut dire que O est également ouvert pour §. La
réciproque est analogue. O

La notion de distance équivalente peut étre interprétée en termes de fonctions lipschitzi-
ennes.

Définition 1.6.4. Soient (X,d) et Y, ) deux espaces métriques, f une fonction de X dansY
et k un réel strictement positif. On dit que f est lipschitzienne de rapport k si et seulement si

Y(z,2') € X2, §(f(z), f(z') < kd(z,z").

Remarquons qu’une fonction lipschitzienne est continue. (Exercice: vérifiez le!). Donnons
quelques exemples de fonctions lischitziennes.

Proposition 1.6.5. Soient (X,d) un espace métrique, xoy un point de X et A une partie
de X. La fonction x — d(x,xq) est 1-lipschitzienne. Définissons

d(z, A) 4 it d(z,a).

acA
L’application x + d(x, A) est 1-lipschitzienne.
Démonstration. L’inégalité triangulaire dit que
d(z,z0) < d(x,2") + d(2, x20)

ce qui peut s’écrire

d(z,z0) — d(2', 20) < d(z,2").

Par symétrie, on en déduit que

‘d(m,a:o) — d(x',xo)‘ <d(z,2)
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ce qui assure le premier résultat.
Soit a un point quelconque de A. D’apres 'inégalité triangulaire, on a

d(z,a) < d(z,2') +d(2,a)

La borne inférieure est un minorant. On a donc, pour tout a de A que d(z, A) < d(z,a) et
donc que, pour tout a de A

d(z, A) < d(z,2") +d(2,a)

ce qui s’écrit
d(z,A) —d(z,2') < d(2,a).

Ceci signifie que d(x, A) — d(z,2’) est un minorant de {d(2’,a), a € A}. comme la borne
inférieure est le plus grand des minorants, on a

d(z, A) —d(z,2") < d(2, A)

ce qui s’écrit

d(z,A) —d(z', A) < d(x,2").

Par symétrie, on en déduit que
‘d(x, A) —d(a, A)‘ <d(z,2").

La proposition est ainsi démontrée. O

Grace a la distance que nous venons de définir sur les espaces produit, nous pouvons
énoncer la continuité de I'application distance.

Proposition 1.6.6. Soit (X, d) un espace métrique. L’application d : X x X — R est continue
(et méme lipschitzienne).

D’apres la proposition 1.3.2, on en déduit que lorsqu’on a deux suites (Zn)nen €t (Yn)neN
convergeant respectivement vers x et y, la suite des distances (d(zp, yn))nen converge vers la
distance d(x,y). Ceci nous permettra, en particulier au chapitre suivant, de passer & la limite
dans les inégalités.

Démonstration. Etant donné quatres points xg,yo,x,y dans X, nous voulons voir que,
lorsque z est proche de x( et y proche de yg, la distance de x a y est proche de la distance
de xg a yo. L’inégalité triangulaire entraine tout d’abord

d(z,y) < d(zo,y0) + d(xo, ) + d(yo,y)-

Ceci s’écrit aussi

d(x,y) — d(wo,y0) < d(zo,z) + d(yo,y) = di((2,9), (zo,Y0))-

Par symétrie, on a
|d(z,y) — d(zo,y0)| <= di((z,y), (z0,90))

ce qui assure le résultat. O
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1.7 Notion d’espace topologique

Définition 1.7.1. Soit X un ensemble. On munit X d’une structure d’espace topologique
en se donnant un sous-ensemble © de P(X) I’ensemble des parties de X qui vérifie:

e L’ensemble X et I'ensemble vide appartiennent a ©,
e Toute réunion d’éléments de © appartient a ©,
e Toute intersection finie d’éléments de © appartient a ©.

La proposition 1.2.3 dit exactement que I’ensemble des ouverts définis par la définition 1.2.1
munissent ’espace métrique X d’une structure d’espace topologique.

Un exemple d’espace topologique non métrique Soit X un ensemble ayant au moins

deux éléments. On considere © = {(), X}. Il n’existe pas de distance d sur X telle que les

ouverts associés a la distance d coincide avec ©. En effet, soit d une distance sur X et z;
[}

o
et x9 deux points distincs de X. Les boules ouvertes B(x1,7) et B(zg,r) sont d’intersection
vide des que r est inférieur a la moitié de la distance des deux points. En effet s’il existe x

o [0
appartenant a B(x1,7) N B(x2,r) alors I'inégalité triangulaire implique que
d(zy,29) < d(r1,z) + d(z,x2) < 2r.

Pour deux points dinstincts z1 et xo, il existe donc deux ouverts Uy et Us contenant contenant
respectivement x; et xo d’intersection vide (c’est la propriété dite de séparation). Or, dans
I’exemple considéré ici, il n’existe qu'un seul ouvert non vide, c’est X, donc si X contient au
moins deux points distincts, il ne peut pas exister deux ouverts disjoints.

Définition 1.7.2. Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques et f une bijection de X
dans Y. On dit que f est un homéomorphisme si et seulement si la bijection f et la bijection
réciproque f~! sont continues en tout point.

Remarquons que c’est une notion topologique (on pourrait la définir indépendamment
de la distance en utilisant smplement une famille d’ouverts). D’apres le théoreme 1.3.3, cela
signifie que les ouverts de Y sont exactement les images par f des ouverts de X. Intuitivement,
il faut comprendre cela comme voulant dire X et Y ont la méme forme.

Définition 1.7.3. Soit (X,d) un espace métrique et x un point de X; on appelle voisinage
de x tout ensemble qui contient un ouvert contenant x. Remarquons aussi que, comme toute
intersection finie d’ouvers est un ouvert, toute intersection finie de voisinage de x est un
voisinage de x.

Remarques

e On peut donner une définition équivalente en disant qu'un voisinage de = est un ensemble
qui admet x comme point intérieur.

e Un ouvert apparait comme un ensemble qui est un voisinage de chacun de ses points.

La définition d’une suite convergente et d’une fonction continues ainsi que de ’adhérence
et de l'intérieur peut se faire dans ce cadre; ce sont des notions ”topologiques”.
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Définition 1.7.4. Soit (X,0) un espace topologique. Soient (zy)nen une suite d’éléments
de X et ¢ un point de X. On dit que la suite (x,)n,en converge vers £ si et seulement si pour
tout voisinage V' de ¢, il existe un entier ng tel que

vYn >ng, z, € V.
Observons que, lorsque X est muni d’une distance d que la famille © est la famille des

ouverts au sens de la définition 1.2.1, cette définition coincide avec la définition 1.1.3. En effet,

(¢}
soit V' un voisinage de ¢, il contient un ouvert contenant ¢, et donc une boule ouverte B(¢, «).
La définition 1.1.3 implique 'existence d’un entier ng tel que

Vn >ng, x, € B(l,a) C V.
Réciproquement, si la suite (zy,),en converge vers £ au sens de la définition ci-dessus, elle con-
verge au sens de la définition 1.1.3; il suffit en effet d’appliquer la définition ci-dessus en
e]
choisissant V' = B(zo,r).
Définition 1.7.5. Soient (X, 0) et (Y,©) deux espaces tologiques et f une fonction de X

dans Y. Considérons un point xo de X. On dit que f est continue au point xg si et seulement
si pour tout voisinage V' de f(x¢), il existe un voisinage U de xg tel que f(U) C V.

Le lecteur vérifiera de méme que lorsque X est muni d’une distance d et que la famille ©
est la famille des ouverts au sens de la définition 1.2.1, cette définition coincide avec la
définition 1.1.4.

De méme, si (X,0) est un espace topologique et A une partie de X, on peut munir A
d’une structure d’espace topologique en définissant © 4 par

@AZ{U,/HVe@/U:VmA}.

Le lecteur vérifiera que © 4 satisfait aux axiomes de la définition 1.7.1. On parle alors de
topologie induite. La proposition 1.5.2 assure la cohérence de cette définition avec celle issue
de I'approche métrique.

Enfin, la proposition suivante explicite la seconde partie de la définition 1.6.2.

Proposition 1.7.6. Soient X un ensemble et d et § deux distances sur X. Les distances d
et ¢ induisent la méme topologie si et seulement si

Vz,Ve,3In/ By(xz,n) C By(x,e) et Bg(x,n) C By(z,e). (1.4)

La démonstration de cette proposition n’est qu’une application immédiate des définitions;
elle est laissée au lecteur.

L’assertion (1.4) implique que les ouverts (et donc les fermés) associés aux distances d
et d’ sont les mémes.

1.8 Compléments et exercices
Ceci n’a pas été traité en amphi.

Proposition 1.8.1 (Séparation de deux fermés disjoints). Soient A et B deux parties fermées
disjointes d’un espace métrique (X, d); il existe une fonction continue de (X, d) dans [0, 1] telle

que fla=0¢et fip=1.
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Pour démontrer cela, il suffit de vérifier que convient la fonction f définie par

a6t d(z, A)

1@ = e 1w B

Cette fonction distance a un ensemble permet de construire des partitions de 'unité. Voici
ce dont il s’agit.

Théoréme 1.8.2. Soient (X, d) un espace métrique et (Uy,)nen une suite d’ouverts localement
finie (ce qui signifie que, pour tout point x de X, il existe un réel a > 0 tel que U,,NB(x, ) = ()
sauf pour un nombre fini d’indice n) tel que

Uu.=x

neN

Alors il existe une suite de fonctions continues (f,)nen de (X, d) dans intervalle [0, 1] telle
que

neN
Démonstration. Posons G i

F, S US et pn(z) = d(z, Fy).
Remarquons que, grace a 'exercice 1.8.4, ¢,(x) = 0 si et seulement si z € F,. Donc ¢,
est strictement positive sur U, et nulle sur F,,. Comme la famille (Up,),en est localement
finie, pour tout z de X, il existe un « strictement positif tel qu’il n’existe qu’un nombre fini
d’indice n tels que ¢y, ne soit pas identiquement nulle sur B(z, «). Donc, sur la boule B(z, «),

la fonction )
(@) €Y pal@)
neN
est une somme finie. La fonction S est donc continue sur B(z, «). La formule ci-dessus définit
donc une fonction continue sur X. De plus, la fonction S est strictement positive sur chaque
ouvert Uy, donc partout puisque la famille d’ouverts (U, )nen recouvre X. On pose alors

et le théoreme est démontré.
Exercice 1.8.3. Soit A une partie finie d’un espace métrique (X,d). Alors A = A.
Exercice 1.8.4. Démontrez que A est I'ensemble des points x de X tels que d(z, A) = 0.

Exercice 1.8.5. Soit A une partie non vide et bornée d’un espace métrique (X, d). Démontrez
qu’il existe un plus petit réel § tel que

V(z,y) e Ax A, d(z,y) <9.

On note §(A) ce réel et on I'appelle le diameétre de A.
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Chapitre 2

Espaces complets

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1.1. Soit (X,d) un espace métrique, on appelle suite de Cauchy de X toute
suite (zy)nen d’éléments de X telle que

Ve >0, dng e N/ Vn >ng, Ym > ng, d(xn, z,) < €.

Comme l'indique la proposition suivante, la notion de suite de Cauchy est plus générale
que celle de suite convergente.

Proposition 2.1.2. Dans un espace métrique (X,d), toute suite convergente est de Cauchy
et toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence ¢ converge vers /.

Démonstration. Considérons une suite (z,),en convergente vers une limite ¢. Pour tout e
strictement positif, il existe un entier ng tel que 'on ait

Vn > ng, d(zp,l) <

DO ™

Donc, si n et m sont deux entiers plus grands que ng, on a

d(Tp, xm) < d(zp,l) +dl,zm)
< ¢
ce qui prouve qu’il s’agit d’une suite de Cauchy. O

Définition 2.1.3. Soit (X,d) un espace métrique, on dit que cet espace est complet si et
seulement si toute suite de Cauchy est convergente.

Cete notion est extrémement importante. Elle permet notamment de démontrer qu'une
suite est convergente sans connaitre a priori la limite. Elle permet ainsi de ”créer”, c’est-a-
dire de démontrer ’existence d’objets et notamment de solutions de problemes tels que les
équations différentielles.

Donnons maintenant quelques exemples d’espaces complets. Un exemple fondamental
d’espace complet: c’est 'espace R muni de la distance d(x,y) = |z—y|. Nous allons maintenant
examiner comment fabriquer des espaces complets a partir d’espaces complets déja connus.
Dit autrement, cela signifie que 1’on va rechercher les opérations sur les ensembles qui laissent
stable la propriété d’espace complet.
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Proposition 2.1.4. Soit (X1,d1),- -, (Xn,dn) une famille de N espaces métriques complets.
Alors I’espace métrique produit (X1 X --- X Xy,d) est un espace complet.

Démonstration. Soit (z(™), ey une suite de Cauchy de X. Par définition de duo,

Ve >0, Ing/ Vje{l,---N}, Vn >ng, Vp, dj(xg-ner),yj(»n)) <e. (2.1)

(”))

C’est-a-dire que, pour tout j, la suite (a:j neN est une suite de Cauchy de I'espace métrique
complet (Xj,d;). Donc elle converge, notons x; sa limite. La passage a la limite lorsque
p tend vers l'infini dans (2.1) assure le résultat (on utilise ici la continuité de I’application
distance, proposition 1.6.6). O

Une application f : X — Y a valeur dans un espace métrique (Y,d) est dite bornée
si son image f(X) est bornée, c’est-a-dire s8’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout z,2" € X, 6(f(z), f(2')) < C. Comme le montre la proposition suivante, les espaces
de fonctions a valeurs dans des espaces complets forment une classe d’exemples importants
d’espaces complets.

Théoréme 2.1.5. Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques, désignons par B(X,Y)
(resp. C(X,Y')) I'espace des fonctions bornées (resp. bornées et continues) de X dans Y et
définissons une distance D sur B(X,Y) par

D(f,g) = sup d(f(x),g(x)).

zeX
Si I'espace (Y, d) est complet, alors les espaces (B(X,Y), D) et (C(X,Y), D) le sont aussi.
Démonstration. Soit (f)nen une suite de Cauchy de (B(X,Y), D). Par définition, on a
Ve, dng/ Vn >ng, Vp, Ve € X, 6(fn(z), fagp(x)) <e. (2.2)

En particulier, pour tout z, la suite (f,(z))nen est une suite de Cauchy de Y. Comme cet
espace est complet, cette suite est convergente. Donc, pour tout z de X, il existe un élément
de Y, noté f(x), tel que l'on ait

Jim fo(2) = f(2).
Vérifions que f € B(X,Y). D’apres 'inégalité (2.2) appliquée par exemple avec ¢ = 1, on a
Vp, Yo € X, 6(fng(2), frotp(x)) < 1.
Par passage a la limite lorsque p tend vers ’infini, on obtient

Vo € X, 8(fu, (@), f(x) < 1.

La fonction f,, étant bornée, la fonction f l'est également. En effet, on a

5(f($), f(x/)) S (5(f($), fno(x) + 5(f’ﬂ0<x)7 fno(.%',)) + 5(fn0(x/)7 f(.%'/»
< 24 0(fno (), fnp (7))

Il faut maintenant vérifier que la suite (f,)nen converge vers f dans lespace (B(X,Y), D).
Pour ce faire, passons a la limite lorsque p tend vers 'infini dans 'inégalité (2.2), ce qui donne

Ve >0, Ing e N /Vn>ng, Ve € X, §(fn(z), f(z)) <e,

ce qui démontre que (B(X,Y), D) est complet. Pour démontrer que (C(X,Y), D) est complet,
il suffit que démontrer qu’il est fermé grace a la proposition suivante.
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Proposition 2.1.6. Soient (X,d) un espace complet et A une partie de X. Alors I'espace
métrique (A,daxA) est complet si et seulement si A est une partie fermée de X .

Démonstration. Supposons que A soit fermée. Soit (a,)nen une suite de Cauchy d’éléments
de A. C’est une suite de Cauchy d’éléments de X. Donc, puisque X est complet, elle converge
vers un élément de X désigné par a~.. Cet élément de X est limite d’une suite d’éléments
de A qui est un fermé de X. D’apres le critere séquentiel, as, appartient & A, ce qui prouve
que A est complet.

Réciproquement, supposons que A soit complet. Considérons un élément = de X tel qu’il
existe une suite (a,)nen d’éléments de A dont la limite soit . La suite (a,)nen est une suite
convergente (dans X), c’est donc une suite de Cauchy dans X, donc aussi dans A. Comme A
est complet, la suite (a,)nen converge dans A. L’unicité de la limite dans I'espace X entraine
que z € A. D’ou la proposition. a

Poursuite de la démonstration du théoréme 2.1.5 Démontrons que, si une suite (fy)nen
de C(X,Y) converge vers f € B(X,Y) au sens de D, alors f € C(X,Y).! Par définition, pour
tout € > 0, il existe un entier ng tel que

Vo € X, 8(fu (@) S(@) < 5 (2.3)

L’utilisation répétée de 'inégalité triangulaire et l'inégalité (2.3) permettent d’écrire, pour
tous xg, x dans X,

o(f (@), f(zo0))

IA

5(f($)7 fno(‘r)) + 6(fn0(x)7 fno(xﬂ)) + 6(fno($0)’ f(l’o))
< 5+ 0fug @), Fug(x0)).

La fonction f,, étant continue, pour tout zo de X, il existe o > 0 tel que

Vo € X, d(z,20) < & = 0(fug (2), frg (20)) < g :
On en déduit que
Vo € Xv d(l’,l’o) <oa= 5(f($)?f(x0)) <g,
ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

2.2 Deux théoremes sur les espaces complets

Lorsqu’un espace (X, d) est complet, cela permet de démontrer ’existence de certains objets.
Le théoreme suivant en est l'illustration la plus spectaculaire.

Théoréme 2.2.1 (de point fixe de Picard). Soit f une application d’un espace métrique
complet (X,d) dans lui-méme telle qu’il existe un réel k de I'intervalle |0, 1| vérifiant

Vo,y € X, d(f(x), f(y)) < kd(x,y).

Il existe alors un unique point z tel que f(z) = z.

1Le lecteur aura reconnu qu’il s’agit de démontrer qu’une limite uniforme de fonctions continues est une
fonction continue.
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Remarques
e Un point z vérifiant f(z) = z comme dans la conclusion est appelé point fize de f.

e Une application f vérifiant I'hypothese “Va,y € X, d(f(z), f(y)) < kd(z,y)” comme
dans le théoreme est dite k-lipschitzienne. Le lecteur vérifie facilement que toute appli-
cation k-lipschitzienne est continue.

e La preuve ci-dessous montre de plus que toute suite (z,)neny d’éléments de X définie
par la donnée de xz( et la relation de récurrence x,41; = f(z,) converge vers l'unique
point fixe de f, et donne méme une estimation de la vitesse de convergence.

Démonstration. Etant donné un élément xg de X, on considere la suite (z,,)nen définie par
Tpt1 = f(wn).
On peut écrire que

d(Tnt1,2n) = d(f(2n), f(@n-1))
< kd(-rn?xnfl)-
Par itération multiplicative, on trouve que

d(l‘n+17 CCn) < knd(ajlv .’Eo).

Ainsi, pour tout couple d’entiers (n,p) , on a

p
d(xn—i-pv xn) < Z d(xn—l—mv xn—i—m—l)

m=1
p
S d(l‘l,ﬂfo) Z kn+m—1
m=1
L
< T kd(xl,xo).

Puisque k < 1, la suite (k™),en tend vers 0, on en déduit que la suite (z,),en est de Cauchy.
Soit z sa limite. Comme la fonction f est lipschitzienne, donc continue, on obtient, en passant
a la limite dans la relation de définition de la suite (zy,)nen que z = f(2).

Il nous reste & démontrer 'unicité. Soient z; et zo deux solutions de z = f(z). On a,
d’apres 'hypothese faite sur f que

d(zl, 22) S kd(zl, ZQ).

Le fait que k soit strictement inférieur & 1 assure que d(z1,22) = 0, donc que z; = z9. Le
théoreme est ainsi démontré. O

Remarques Ce théoreme est a la base d’innombrables théoréemes d’existence et d’unicité.
En voici un exemple.

Théoréme 2.2.2 (de Cauchy-Lipschitz). Soit f une fonction continue de R x R dans RV
telle qu’il existe une constante C telle que

V(t,a,b) € RxRY xRN | |f(t,a) — f(t,b)| < Cla—b| et |f(t,a)| <M.  (2.4)
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11 existe un réel strictement positif « tel que, pour tout point zo de RY, il existe une unique
fonction x dans B([—a, a]; RY) (Pensemble des fonctions bornées de [—a, o] dans RY ) solution
de I'équation

z(t) = x0 +/0 ft z(t))dt'.

Démonstration. 1l s’agit de démontrer qu’il existe un réel strictement positif o tel que
I’application F' définie par

t
F(z)(t) = xo +/ f x(t))at
0
est une application lipschitzienne de X = B([—«, a]; RY ) dans lui-méme pour la distance

d(z,y) = t;}p ] [(x(t) —y(y)]-

Démontrons tout d’abord que F envoie X dans X. Comme la fonction x est bornée, il existe
un réel positif M tel que
Vite[-a,a], |z(t) < M.

De plus, 'hypothese (2.4) faite sur f implique que pour tout ¢t € [—«, ], ona |f(t,z(t))| < CM
et donc que

t
oot [ ae)de] < [ao] + b
0

Donc F envoie bien X dans X. Soient x et y deux fonctions de X, on a, pour tout t € [—a, a,

F@® - FoOl < |[ 1. - /0 P (e

K’/ 2 (t’

< Kadxy)

IN

La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit que
d(F(z), F(y)) < Kad(z,y).

En choisissant « tel que K« < 1, on peut appliquer le théoreme de point fixe de Picard pour
obtenir le résultat. O

Nous allons maintenant y démontrer un théoreme profond qui implique des propriétés que
I’on serait souvent bien en peine de démontrer autrement.

Théoréme 2.2.3 (de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet, on considére une

suite (Up)nen d’ouverts denses dans X. Alors m U,, est dense.
neN

Démonstration. Elle repose sur le lemme suivant qui a son intérét propre.

Lemme 2.2.4. Soit (X,d) un espace métrique complet et (F,)nen une suite décroissante de
fermés non vides de X dont le diamétre tend vers 0. 1l existe alors un élément x de X tel que

() Fu={z}.

neN

25



Démonstration. On choisit dans chaque F, un élément que I'on désignera par x,,. Comme
la suite (Fy,)nen est décroissante, pour tout entier p, on sait que x4, appartient a F,,, donc
que d(zp, Tpip) < 0(Fy). Donc la suite (2, )nen converge vers un élément = de X qui appar-
tient bien sir a 'intersection des F),. Soit y un élément de cette intersection. On a alors

Vn, d(z,y) < 0(F)

et donc d(x,y) = 0; d’ou le lemme. O

Suite de la démonstration du théoréeme 2.2.8 Soit V un ouvert quelconque de X, nous allons
démontrer que ﬂ U, NV # 0, ce qui assurera le théoreme.

n
L’ouvert Uy est dense, donc UyNV est un ouvert non vide. Donc il existe un réel strictement
positif ap (que 'on peut supposer inférieur a 1) et un point z¢ de X tels que

Bf(.%'(],a(]) cUpnV. (2.5)

L’ouvert Uy est dense, donc ’ensemble Uy N B(xg, ap) est un ouvert non vide. Donc il existe
un réel strictement positif a; (que l'on peut supposer inférieur & 1/2) et un point x; de X
tels que

Bf(l‘l, 011) cUin B(CC(), ao).

Nous allons procéder par récurrence et supposer construite une suite (z;)o<j<n d’éléments
de X et une suite (o)o<j<n telles que, pour tout j < n, on ait

1
aj < - et By(xj,a;) CU;jNB(xj—1,aj-1). (2.6)

L’ouvert Uy+1 est dense, donc 'ouvert Uy,41 N B(xy,, ay) est non vide. 11 existe donc un réel
strictement positif o, +1 (que 'on peut supposer inférieur a 1/(n +2)) et un point z,4+1 de X
telles que

B¢(xnt1, 0nt1) C B(wp, o) NUpy1.

On a ainsi construit une suite (x,)neny d’éléments de X et une suite (ay,)nen de réels stricte-
ment positifs qui tend vers 0 et telle que

VYm >n, x, € B, ay). (2.7)

Comme la suite (ayp)nen tend vers 0, la suite (zy,)nen est de Cauchy. Donc elle converge
dans X qui est complet. Appelons x sa limite. D’apres la relation (2.7), le point x appartient
a Bf(xy,ay) pour tout entier n. Vu les relations (2.5) et (2.6), on a

VneN, zeVn()U
j<n
Le théoreme de Baire est ainsi démontré. O

On utilise souvent 1’énoncé suivant qui n’est rien d’autre que le théoreme de Baire ”passé
au complémentaire”.

Théoréme 2.2.5. Soit (X,d) un espace métrique complet, on considére une suite (Fy)nen

de fermés d’intérieur vide dans X. Alors U F,, est d’intérieur vide.
neN
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Nous utiliserons souvent le théoreme de Baire sous la forme de ce corollaire, dont la dé-
monstration, tres facile, est laissée en exercice.

Corollaire 2.2.6. Soit (F,),en une suite de fermés d’un espace métrique complet (X, d) dont

o
la réunion est X. Alors il existe un entier ng tel que F,, # 0.

Dit autrement, un espace métrique complet n’est pas réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide, ce qui est le cas d'un espace notoirement non complet, 'espace Q.

Proposition 2.2.7. Toute suite de Cauchy d’un espace métrique est bornée.

Démonstration. En effet, si la suite (x,)nen est de Cauchy, il existe un entier ng tel que, pour
tout n > ng et tout m > ng, on ait d(zy, ) < 1. Ainsi donc, on a

sup d(zn,xTm) <1+ max d( Ty, Tm).
(n,m)eN? ( ) (n,m)€{0,...,no}? ( )

D’ou la proposition. O

Pour conclure cette section sur les espaces complets, nous allons examiner 'invariance de
la propriété d’étre complet par changement de distance.

Proposition 2.2.8. Soient d et § deux distances équivalentes sur X. Toute suite de Cauchy
pour 'une est une suite de Cauchy pour autre.

Démonstration. Par définition il existe k > 1 tel que les deux inégalités

(1) d(z,y) < kd(z,y), (2) d(z,y) < kd(z,y)

pour tout z,y dans X. Considérons une suite (z,),en de Cauchy pour la distance d. Pour
tout réel strictement positif ¢, il existe un entier ng tel que

Vn >ng, Ym >ng, d(zn, xm) <

)

| o™

on en déduit a l'aide de la deuxieme inégalité que
Vn > ng, Ym >ng, 0(xn,xm) < e

autrement dit la suite est de Cauchy pour 6. O
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Chapitre 3

La notion de compacité

3.1 Définition et propriétés de base

Définition 3.1.1. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X, d) est un espace compact
si et seulement si toute suite (xy,)nen d’éléments de X posseéde une valeur d’adhérence.

Un exemple fondamental d’espaces compacts est donné par le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.2 (de Bolzano-Weierstrass). Les intervalles [a,b] de R munis de la distance
usuelle sont des espaces compacts.

Démonstration. Soit (zp)nen une suite de l'intervalle [a, b]. L’ensemble A, det {Zpm, m>n}
est une partie majorée de réels qui admet donc une borne supérieure que 1’on note L,,. Comme
la suite A,, est une suite décroissante au sens de l'inclusion, la suite (Lj,)nen est une suite
décroissante qui est minorée par a. La suite (L, )nen est donc une suite convergente. Soit L
sa limite. Démontrons que L est une valeur d’adhérence de la suite (zy,)nen.
Soit € un réel strictement positif et m un entier positif. Il existe un entier ng tel que
€
Ve >0/,Vn > ng, OSLn—L<§~
Soitn ng def max{m,ng}. Comme L,, et le plus petit des majorants de A,,, il existe un

entier n tel que
€

2
Donc, pour tout réel strictement positif € et tout entier positif m, il existe un entier n supérieur
ou égal a m tel que

|x — L, | <

|z, — L] < e.
D’ou le théoréme. O

L’idée intuitive qui soustend la définition d’'un espace compact est qu’il n’est pas trop
"gros”. Le lemme suivant qui sera utile dans la suite illustre cette idée.

Lemme 3.1.3. Soit (X,d) un espace métrique compact. Alors, pour tout réel strictement
positif a, on peut recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon «.

Démonstration. Procédons par contraposition. Supposons qu’il existe un réel strictement
positif a tel que I'on ne puisse recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon a. Soit
zo un élément quelconque de X. Il existe un élément x; de X n’appartenant pas a B(zo, ).
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Soit (xo,- -+ ,xp) un p-uplet d’éléments de X tel que, pour tout m # n, on ait d(xy,, zn) > .

Par hypothese,
P

U B(an, @) # X.

n=1
Donc, il existe un point x,41 de X qui n’appartient pas a la réunion de boules ci-dessus. Par
récurrence, nous construisons ainsi une suite (z,)nen telle que

m#n = d(Tm,,,) > .

Une telle suite n’a bien sir pas de valeur d’adhérence (exercice, vérifiez-le!). D’otu le lemme.
a

La proposition suivante permet de trouver beaucoup d’espaces compacts.

Proposition 3.1.4. Soit (Xi,d1), - ,(Xn,dyn) une famille de N espaces métriques com-
pacts. Posons

X=Xy x-xXny et do((w1,--,2N),(W1, " ,YN)) = 13}1}%%(%%)-

Alors I'espace métrique (X, d~) est compact.
Démonstration. Soit (x,)nen une suite d’éléments de X. Par définition, il existe pour chaque j

une suite (27,)nen de X telle que z, = (z,--- ,z). Par définition d'une partie compacte,

il existe une fonction d’extraction ¢; et un point a; de X tel que
. 1 o
11mx¢1(n) = aj.
De méme, il existe une fonction d’extraction ¢o et un point ay de Xso tel que
. 2 o
lim Lgroga(n) = 42-

En itérant N fois le processus, on construit une fonction d’extraction ¢ en posant

déf

¢ = ¢10---09¢nN
telle que, pour tout j € {1,--- , N}, on ait

AT Ty = O
Par définition de la distance sur X, cela implique que la suite 4,y converge vers (ay,- -+ ,an).
D’ou le résultat. O

Proposition 3.1.5. Soit (X,d) un espace métrique compact, il est alors complet.

Démonstration. En effet, soit (zy)nen une suite de Cauchy de X. Comme 'espace X est
compact, cette suite admet une valeur d’adhérence £. Démontrons maintenant qu’une telle
suite est convergente.

La suite étant de Cauchy, il existe un entier ng tel que

€
Vn >mng, Vm > ng, d(@n, om) < 3
La suite ayant £ pour valeur d’adhérence, il existe un entier ni > ng tel que
€
d(l’nl,g) < 5

On en déduit alors que, pour tout entier n > ng, on a
d(xn, ) < d(Tp, Tn,) + d(xn,,0) < €.

D’otu la proposition. O

30



La réciproque de cette proposition est bien sir fausse. Par exemple, R muni de la dis-
tance d(z,y) = | — y| est un espace métrique complet qui n’est pas compact. Cependant,
dans le cas des espaces métriques complets, on peut trouver une caractérisation des ensembles
compacts uniquement en termes de boules.

3.2 Caractérisation des espaces compacts en termes d’ouverts
et de fermés

Le théoreme suivant donne une caractérisation de la compacité en terme de recouvrements
par des ouverts. Bien qu’il soit dans le cadre métrique, le lemme 3.1.3 peut étre compris
comme un premier pas dans cette direction. Il est d’ailleurs utile pour démontrer le théoreme
ci-dessous.

Théoréme 3.2.1. Soit (X,d) un espace métrique, les trois propriétés suivantes sont équi-
valentes.

i) Pour toute famille (Ux)xep d’ouverts de X recouvrant X, c’est-a-dire telle que

X=|]JU,

AEA

on peut extraire un sous-recouvrement fini, c’est-a-dire qu’il existe une famille finie (A\j)1<j<n
telle que

N
X = U Uy,
j=1

ii) Pour toute famille de fermés (F)\)xcp on a

N
YN, V(- An) €AY/ By, #0 = [ Bx #0.
Jj=1 AEA

iii) Toute suite d’éléments de X admet une valeur d’adhérence.

Démonstration. 1’équivalence entre les points i) et i) se démontrent par contraposition. En
effet, par contraposition le point i) est équivalent a :
Pour toute famille de fermés (F))xea,

N
N Fa=0= 30, an) €AY/ [ By, =0
PYN j=1

Par passage au complémentaire, ceci est équivalent au point ).

Démontrons que ii) implique 7i7). Par définition de I’ensemble des valeurs d’adhérence,
on a

Adh(z,) = ﬂZn avec A, det {zm,m >n}.

La suite A,, est une suite décroissante de fermés non vides. Donc, d’apres la propriéte ii),
I'intersection de tous les A, (qui est 'ensemble des valeurs d’adhérence) est non vide. D’ou
le point 4i).
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Démontrons maintenant que #i¢) implique i) ce qui constitue le point délicat de la démons-
tration. Il s’agit de déduire d’une propriété sur les suites, une propriété sur les recouvrements
d’ouverts. Le lemme suivant est crucial, et peut aussi étre utile utile pour démontrer d’autres
propriétés des espaces compacts.

Lemme 3.2.2 (de Lebesgue). Soit (X,d) un espace métrique compact. Pour toute famille
(Ux)xen d’ouverts recouvrant X, il existe un nombre réel « strictement positif tel que

Vee X, INe A/ B(z,a) C Uy.
Démonstration. Pour démontrer ce lemme, considérons la fonction § définie par

{ X — Ri
x +— sup{p/ 3IN/ B(z,[) C Ur}.

Démontrer que la fonction § possede un minimum implique le lemme. Pour démontrer cela,
établissons tout d’abord 'assertion suivante.

Ve, Ve e X, 38/ d(z,y) < B = 0(y) > d(z) —e. (3.1)

Soient x un point de X et € un réel strictement positif inférieur a §(x). Supposons que y soit
un point de X tel que d(z,y) < £/2. L’inégalité triangulaire implique alors que

B(y,d(z) —e) C B(z,0(x) —e/2) C Uy.

Et donc 'assertion (3.1) est démontrée.
Considérons maintenant une suite (2, )nen d’éléments de X telle que li_}m O(zy) = in)f( o(z).
n—r00 e

Par hypotheése, on peut extraire de la suite (z,),ecny une sous-suite convergeant vers un
point o de X. On note toujours (z,)nen cette suite extraite. D’apres 'assertion (3.1),
pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que

n>ng = d(z,) > 0(rx) — €.
Par passage a la limite, on en déduit que

inf 0(z) > 0(z0) — €,

zeX
et ce pour tout réel strictement positif €. Il en résulte que §(xo) = in)f( d(z) et donc
Te
que in)f( d(z) est strictement positif. Ceci conclut la démonstration du lemme. O
Te

Conclusion de la démonstration du théoreme 8.2.1

Pour montrer que iii) implique i), nous supposons que X est compact (de toute suite on
peut extraire une suite convergente), et nous considérons une famille (Uy)rep d’ouverts de X
recouvrant X, dont il s’agit d’extraire un sous-recouvrement fini. Soit o > 0 donné par le
lemme de Lebesgue. D’apres le lemme 3.1.3, il existe un nombre fini de boules By,..., By
de rayon a qui recouvrent X. D’apres la propriété de a donnée par le lemme de Lebesgue,
chacune de ces boules Bj est incluse dans I'un des ouvert U); de la famille, et par conséquent

N N
X C U Bj C U U,\j,
j=1 j=1

ce que 'on voulait. O
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Nous allons donner une réciproque du lemme 3.1.3 dans le cadre des espaces complets.

Théoréme 3.2.3. Soit (X,d) un espace métrique complet. Si, pour tout réel strictement
positif a, on peut recouvrir X par un nombre fini de boules ouvertes de rayon «, alors (X, d)
est un espace compact.

Démonstration. Considérons une suite (zp)nen d’éléments de X. Par hypothese on peut
recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon 1. D’apres le principe des tiroirs, 'une de
ces boule contient une infinité de termes de la suite ; notons Bj cette boule, et P; ’ensemble
infini des entiers n tels que x, € By. On peut également recouvrir X par un nombre fini de
boules de rayon 1/2. A nouveau, I'une de ces boules, notons-1a By, contient une infinité de
termes x, parmi les n appartenant a P; ; notons P ’ensemble infini des éléments n de P;
tels que z,, € Bs.

De cette fagon on construit des ensembles infini d’entiers P; C P, C ... tels que, pour tout 4,
les termes x,, avec n € P; appartiennent a une boule de rayon 1/i. Puisque ces ensembles sont
tous infinis, on peut choisir une extraction ¢ telle que, pour tout n, ¢(n) € P,. Montrons que
la suite extraite (%s(n))neN converge. Etant donné ¢ > 0 on choisit un entier ng > 2¢~1. Pour
tout n,m > ng, les termes xy(,), Tg(m) appartiennent a une meéme boule de rayon 1 /o, on a
donc

2
A(@g(n))s To(m))) < e <&

La suite extraite est de Cauchy, elle converge puisque X est complet. Ceci prouve que X est
compact. O

Remarque La complétude de l'espace métrique (X,d) est essentielle. Considérons X =
[0,1] UQ muni de la distance usuelle. Il est clair que X peut étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon arbitraire mais que X n’est pas compact.

3.3 Parties compactes d’un espace métrique

Définition 3.3.1. Soit (X,d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A est
une partie compacte de X si et seulement si le sous-espace métrique (A,dax 4) est un espace
compact.

Contrairement & la propriété d’étre ouvert ou fermé dans X, la compacité de A est une
propriété intrinseque, elle ne dépend que de la restriction de d & A x A.

Proposition 3.3.2. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Si A est compacte, alors A
est fermée.

Démonstration. Soit x un point de A. D’apres la proposition 1.2.10, il existe une suite (ay, )nen

d’éléments de A qui converge vers z. Comme A est supposée compacte, il existe une fonction

d’extraction ¢ et un point £ de A tel que lim ag(,) = £. Comme la suite (ag(n))nen converge
n—oo

vers x, I'unicité de la limite implique que £ = x et donc que x € A. Donc A est une partie

fermée de X. O

Exercice 3.3.3. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Le fermé A est compact si
et seulement si toute suite d’éléments de A posséde une valeur d’adhérence dans X.

Proposition 3.3.4. Soit A une partie fermée d’un espace métrique compact (X, d). Alors A
est aussi compact.
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Démonstration. Soit (an)neny une suite d’éléments de A. Comme X est compact, il existe
une fonction d’extraction ¢ telle que (ag(n))nen converge vers £ € X. Comme A est un fermé
de X, £ € A. Donc A est compacte. O

Le théoreme 3.1.2 peut s’énoncer ainsi.

Théoréme 3.3.5 (de Bolzano-Weierstrass). Les intervalles fermés [a, b] sont des parties com-
pactes de (R, |z — y|).

On en déduit, grace au théoreme 3.1.2 et a la proposition 3.1.4, le théoreme suivant.

Théoreme 3.3.6. Les parties compactes de (RN ,do) sont les parties fermées de RY incluses
dans un pavé [a, b]".

Nous allons maintenant étudier ’action des fonctions continues sur les parties compactes
d’un espace métrique. Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques. Une applicationf : X —
Y est uniformément continue si

Ve >0, 3a >0, Vz,2' € X, (d(z,2') <a=6(f(z),f(z)) <e).

Théoréme 3.3.7 (de Heine). Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques et f une appli-
cation continue de X dans Y. Alors, pour toute partie compacte A de X, f(A) est une partie
compacte de Y. De plus, si X est compact, alors f est une application uniformément continue
de X dansY.

Démonstration. Soit (yn)neny une suite d’éléments de f(A). Par définition, il existe une
suite (an)nen d’éléments de A telle que y, = f(a,). Comme A est une partie compacte de X,
il existe un point a’ de A et une fonction d’extraction ¢ telle que

. !
D, Gofn) = @

La fonction f étant continue, on a

lim yy00) = (o)) € f(A).

n—oo

Ceci démontre le premier point du théoreme.
Pour démontrer le second point, observons que, par définition d’une fonction continue,
pour tout € > 0, pour tout z € X, il existe a, telle que I'on ait

d(w,2') < = 6(f(2), f(a') < 5

L’ensemble des boules B(z, o, /2) forme un recouvrement de X par des ouverts. Par compacité
(théoréme 3.2.1), on en extrait un sous-recouvrement fini (B(z;, as;/2))1<j<n. On pose alors

a= inf a..
1<j<N

Soit (z,2') € X? tel que d(z,2') < /2. Comme la famille (B(z;, o, /2))1<j<n recouvre X,
il existe un indice j € {1,---, N'} tel que x appartienne a la boule B(x;, a.,/2), et 'inégalité
triangulaire antraine B(x,a/2) C B(xj, ay;). Mais alors, le point 2" appartient a B(x;, o)
et 'on a ainsi

0(f(x), f(a) < o(f(2), f(a;)) + 0(f (=), f(2"))

< e

D’ou le théoreme. O
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Exercice 3.3.8. Démontrez ce théoréeme en utilisant le lemme 3.2.2 de Lebesgue.
Des théoremes 3.3.6 et 3.3.7, on déduit aisément le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.9. Soit f une fonction continue de (X,d) dans (R,|z — y|). Si (X,d) est
compact, alors la fonction f admet un minimum et un maximum, ¢’est-a-dire qu’il existe x,
et xp; dans X tels que

Vee X, flzm) < f(x) < flzm).

3.4 Compacité des espaces de fonctions

Cette section est hors programme. On s’y intéresse a décrire les parties compacts de Iespces des fonc-
tions continues d’'un espace métrique compact (X, d) a valeurs dans un espace mfrique complet (Y, 9).
Tout d’abord, observons que la suite de fonctions (fy,)nen de [0, 1] dans [0, 1] définies par f,,(z) = z™
n’admet pas de valeurs d’adhérence. En effet, la seule limite possible de toute suite extraite de la
suite (f,)nen est la fonction qui vaut 0 sur [0, 1] et 1 en 1 qui n’est pas continue.
Le théoreme qui décrit les compacts est le suivant.

Théoréme 3.4.1 (d’Ascoli). Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques. Supposons que (X, d) soit
compact et (Y,9) complet. On considére une partie A de C(X,Y) 'ensemble des fonctions continues
de X dans Y muni de la distance

D(f,g) = sup o(f(x),g(x)).

zeX
Faisons les deux hypothéses suivantes :
i) La partie A est équicontinue i.e.

Vee X, Ve>0, dJa>0/dx ) <a=VfeA, §(flx), f(z") <¢e;

ii) pour tout x € X, I'ensemble {f(x), f € A} est d’adhérence compacte.
Alors A est d’adhérence compacte.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, nous allons tout d’abord observer que la premiere hy-
pothese se traduit par

Ve>0, da>0/Vee X, VfeA, da,z') <a=4(f(z),f(z)) <e; (3.2)

La démonstration de cette assertion est exactement la méme que celle du théoreme 3.3.7 ci-dessus
(exercice : écrivez-lal). Nous allons maintenant énoncer un lemme montrant que les parties A qui sont
uniformément équicontinues (c’est-a-dire qui vérifient ’assertion (3.2) ci-dessus) ont une propriété tres
spéciale vis-a-vis de la convergence.

Lemme 3.4.2. Soient A une partie uniformément équicontinue de C(X,Y) et (fn)nen une suite de
fonctions de A. On a I’équivalence suivante

Ve e X, nlgr;ofn(x) =f(zx) <= felC(X,Y) et lim D(f,, f)=0.

n—oo
Démonstration. 11 n’y a quelque chose & démontrer que de gauche a droite. Soit € un réel strictement

positif arbitraire. Par hypothese, il existe un réel a strictement positif tel que

d(z,z") < a=Vn, §(fn(x), fu(z')) < Z

Par passage a la limite, on obtient immédiatement que la fonction f est uniformément continue de X
dans Y. On recouvre le compact X par une famille finie de boules (B(z;, ))1<j<n.. Ainsi donc, on a

S(fn(@), f(@) < 8(fnl@), falay)) + 0(fulay), )+ 8(f (25), ()
S max 8(fulay), f(x;)).

T2 1<j<N.

VAN VAN
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Par hypothese, il existe ng tel que

Vn Z ng, 12%)](\]5 J(fn(xj)af(x])) <

| ™

D’ou le lemme. O

Suite de la démonstration du théoréme 3.4.1 Considérons une suite (fp)nen d’éléments de A. Nous
allons en extraire une sous-suite convergente.

Nous démontrerons tres bientot que dans tout espace compact, il existe une partie dénombrable
dense (prendre un recouvrement fini de boules de rayon n~! et ’ensemble de tous les centres forment

une partie dense) que l'on note X déf {zp,p € N}. Par hypothese, 'ensemble

{f(zo), [ €A}

est d’adhérence compacte. Donc il existe une fonction g strictement croissante de N dans N telle que

lim fo, () (z0) = £(20).

n—oo

De méme, il existe un point £(z1) de Y et une fonction ¢; strictement croissante de N dans N telle que

lm  fooop (n)(21) = £(z1).

n— oo

On définit ainsi par récurrence une suite (¢, )pen de fonctions strictement croissantes de N dans N telle
que
vp € Nv vk < p, nh~>nolo fganWogpp(n) (:L'k) = e(l'k)

On définit alors la fonction ¥ de N dans N par

$(n) = o o---opn(n).

C’est une fonction strictement croissante de N dans N. En effet, observons tout d’abord que toute
fonction p strictement croissante de N dans N vérifie u(n) > n. Donc, si n < m, on a

P(n) =@oo---0pp(n) <@oo--- 0Py 0 Pni1 0 pm(m)=r1p(m).

Par construction, la suite extraite (fy(,))nen vérifie
Vp e N, nh_}n;o Jom)(@p) = £(zp). (3.3)

Démontrons maintenant que la fonction ¢ est uniformément continue sur X'. Soit € un réel stricte-
ment positif, on considére un réel « vérifiant 1’assertion (3.2). Pour tout couple d’entiers (p,q) tel
que d(zp, z4) < v, on a
5(€(xp)>€(xq)) < 5@(1317)7 fw(n) (xp)) + 5(fzp(n) (xp)7 fzp(n)(xq)) + 5(fw(n) (mq)7 ﬂ(xq))
< e 5@y, Fuimy (@) + 8 (Fum (). L(a)).

L’inégalité ci-dessus étant vraie pour tout n, on obtient, en passant a la limite n — oo,
d(zp,2q) < o= d(l(zp), l(zq)) < e.

La fonction £ étant uniformément continue sur la partie dense X'. Nous avons besoin du résultat suivant
qui affirme que ’on peut prolonger ¢ en une fonction uniformément continue sur X tout entier.

Théoréeme 3.4.3 (de prolongement des fonctions uniformément continues). Soient (X,d) et (Y,0)
deux espaces métriques, A une partie dense de X, et f une application uniformément continue de
(A,dax ) dans (Y,0). SiY est complet, alors il existe une unique application uniformément continue
f de (X,d) dans (Y,0) telle que ﬁA =f.
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Démonstration. Considérons un élément = de X et essayons de définir f(z). L’ensemble A étant dense,
la proposition 1.2.10 nous assure qu'’il existe une suite (ay)neny d’éléments de A convergeant vers x.
La fonction f est uniformément continue, ce qui signifie que

Ve >0, o/ V(a,b) € A%, d(a,b) < a = 5(f(a), f(b)) < e.
Mais la suite (ay,)nen est de Cauchy car convergente. Donc il existe un entier ng tel que
Yn >ng, Vp, d(ap, Gnyp) < o

Donc la suite (f(an))nen est une suite de Cauchy de Y, donc elle converge vers une limite y.

Une premiere chose & vérifier: cette limite y est indépendante de la suite (a, )nen choisie. En effet,
soient (an)nen et (by)nen deux suites convergeant vers x. Par un raisonnement analogue au précédent,
I'uniforme continuité de la fonction f sur A assure que

lim o0(f(an), f(bn)) =0.

n— oo

Donc la limite y est bien indépendante du choix de la suite (a,)nen. On peut alors définir la fonction f
par _
f(z) = lim f(a,) pour toute suite (an)neny € AN/ lim a, = .
n—oo n—oo

Comme la fonction f est continue sur A, il est clair que ﬁA = f. Vérifions maintenant que la fonction

f est uniformément continue sur X. Le fait que la fonction f soit uniformément continue sur A se
traduit par
Ve, Ja/ ¥(a,b) € A%, d(a,b) < a = §(f(a), f(b)) < e. (3.4)

Considérons maintenant un couple (z,y) d’éléments de X tels que d(z,y) < «. Il existe alors deux
suites (an)nen et (bn)nen d’éléments de A telles que

lim ap, =2 et lim b, =y.
n— oo n— o0

Il existe donc un entier ng tel que
n > ng = d(an,by) < a.

Donc, d’apres la relation (3.4), on a

6(fan), f(bn)) <e.

Par passage a la limite, on obtient que

d(z,y) < a=3(f(z), f(y) <,

ce qui acheve la démonstration du théoreme. a

Suite de la démonstration du théoréme 3.4.1 Cette fonction est définie par
— i N ; —
Uz) = lim £yp), (Yplpen € X7/ lim g, = . (3:5)
D’apres le lemme 3.4.2, il suffit de démontrer que
Ve e X, nhﬁngc Jom) () = £(x).

La réunion de A et de {¢} est naturellement une partie uniformément équicontinue. Soit & un réel
strictement positif arbitraire et z un élément de X. Il existe un réel strictement positif « tel que

VneN, d(z,2') < a= sggé(fw(n)(m),fw(n)(x’)) +(l(x), L(z")) <

| ™

Il existe un entier p tel que
d(z,zp) < a.
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Il en résulte que

6(fw(n)(x)7£<x)) < 5(f1/1(n)(x)7 fv,/)(n) (xp)) + 5(fw(n) (xp)a e(xp)) + 5(£(xp)v f(x))
€
S5 i (), Uy).
La relation (3.3) permet de conclure la démonstration du théoreme d’Ascoli. O

Exercice 3.4.4. Démontrez la réciproque du théoréme d’Ascoli, & savoir que si une partie A deC(X,Y’)
est compacte, alors elle vérifie les conditions 1) et i) de I’énoncé du théoréme d’Ascoli.

Exercice 3.4.5. Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques compacts. Démontrez que ’ensemble
des fonctions k-lipschitziennes de (X, d) dans (Y,6) est compact dans C(X,Y).

3.5 Compléments et exercices

Exercice 3.5.1. Soit (X,d) un espace métrique. On considére I'ensemble X" des suites
d’éléments de X.
1) On définit I'application dy de XN x X~ dans RT par

o

.
dre((@(n))w, (y(m))n) = ) on min{d(z(n), y(n), 1}.
n=0
Démontrer que dy est une distance sur X.
2) Soit (zp)pen une suite d’éléments de X" et x un élément de XN. Démontrez que

lim x, = siet seulement si Vn € N, lim z,(n) = z(n).
p-}OO p—)OO
3) Démontrez que si (X,d) est un espace métrique compact, alors (XY, dy) est aussi un
espace métrique compact.
4) Démontrez que U est un ouvert de (XN, dn) si et seulement si pour tout x € U, il existe
une partie finie J de N et un réel strictement positif a tel que

vy e XN, Vied, dlyj,x) <a=ycU.

Exercice 3.5.2. Exhiber une suite de fonctions (fy)nen de [0,1] dans R qui soit une suite
bornée de I'espace des fonctions Lipschitziennes, telle que la suite (f,)nen tend vers 0 dans
lespace C([0, 1], R) mais (fn)nen ne tende pas vers 0 dans I’espace des fonctions lipschiztiennes
de [0,1] dans R.
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Chapitre 4

Connexité

Dans tout ce chapitre, on peut remplacer (X,d) espace métrique par (X, ©) espace topo-
logique.

4.1 Notion de connexité par arcs

Définition 4.1.1. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). On dit que A est connexe
par arcs si et seulement si pour tout couple (zg,x1) de points de X, il existe une application
continue v de [0,1] dans A telle que ¥(j) = x;. Si la partie X est connexe par arcs, on dit
alors que I'espace métrique (X, d) est connexe par arcs.

Donnons quelques exemples.

e Tout d’abord si z est un point d’un espace métrique (X,d), alors la partie {x} est
connexe par arcs (prendre y(t) = x.

e L’espace RN est connexe par arcs. En effet, soit deux points z¢ et z1 de RY, application
déf
() = (1= t)zo + tay
est une apllication continue de [0, 1] dans RY telle que v(j) = ;.

Proposition 4.1.2. Les parties connexes par arcs de (R, |- |) sont les intervalles.

Démonstration. Soit I un intervalle de R et (a,b) un couple de points de I. Posons 7(t) =
a+t(b — a). Par définition d’un intervalle ([0, 1]) est inclus dans I. Donc I est connexe par
arcs.

Considérons maintenant une partie A de R qui n’est pas un intervalle. Ceci signife qu’il
existe un triplet (zg,z1,a) de A% x A° tel que 9 < ¢ < z1. Soit 7 une fonction continue
de [0, 1] dans R telle que v(j) = z;. Le théoreme des valeurs intermédiares implique I’existence
de point ty de lintervalle [0,1] tel que v(tp) = . Donc ([0, 1] n’est pas inclus dans A et
donc A n’est pas connexe par arcs. O

Un autre exemple d’espaces connexes par arcs est donné par le théoreme suivant.

Proposition 4.1.3. Soit x un point de R? et yy et y; deux points de R?\{x}. II existe une
application continue v de [0,1] de R?\{z} telle que v(0) = yo et v(1) = y;.
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Démonstration. Si x n’appartient pas au segment [yo, y1], alors la fonction ~ définie sur [0, 1]
par

aéf
v(t) = (1 —t)yo + ty

convient. Si x appartient au segment |y, y1[, alors il existe ty dans U'intervalle [0, 1] tel que
= (1—1to)yo + toy1.

Soit £¢ un réel strictement positif tel que gy soit strictement inférieur & min{ty, 1 — to} et ]_V)
un vecteur de R? non colinéaire & y; — yo. On définit alors la fonction ~ par

~(t) dét (1 —=t)yo +tyr pour te [0,1]\]to —eo,to+ o[ et sinon
déf t—1to+ €0 . t—19+ €0
~(t) = (1 —to)yo + toy1 — eo(y1 — vo) cos(wi) + »50]—\/2 sm<777>-
26(] 260
D’otu la proposition. O

Théoréme 4.1.4. Soient (X, d) et (Y,0) deux espaces métriques, f une application continue
de X dans Y. Si A est connexe par arcs, alors f(A) est connexe par arcs.

Démonstration. Soit yy et y; deux points de f(A). Par définition, il existe un couple de

points (zg,z1) de A tel que f(xz;) = y;. Comme A est connexe par arcs, il existe une
application continue v de [0,1] dans A tel que v(j) = z;. D’apres la proposition 1.3.1,
Papplication g dot f o~ est une application continue. De tout évidence ([0, 1]) est inclus
dans f(A) et ¥(j) = y;. D’ott le théoreme. O

Des trois résultats ci-dessus, on peut déduire le corollaire suivant

Corollaire 4.1.5. Il n’existe pas d’homoéomorphismes (c’est-a-dire de bijection continue
d’inverse continue) de R? dans R.

Démonstration. Soit ¢ une application bijective de R? dans R. C’est une application bijective
de R?\{0} sur R\{¢(0)}. Comme R?\{0} et pas R\{(0)}. Donc ¢ n’est pas continue. O

Théoréme 4.1.6. Soit (Ay)ren une famille de parties connexes par arcs d’'un espace métri-
que (X,d). On a

ﬂ Ay£D0= A et U Ay est connexe par arcs.

AEA AEA

Démonstration. Soient xg et x1 deux poins de A. Par définition de A, il existe Ao et A1 tels
que z; soit dans Ay;. Par hypothese, il existe un point z appartenant a I'intersection de A, et
de A),. Ces deux sensembles sont connex par arcs; il existe donc deux applications continues
Yo etn 1 telles que

7(0) ==z et (1) ==
On définit alors I’application y par
. 1 , 1
A(t) = 0(2t) site [o, 5} et (t)=m(21—1) site [5, 1}.
L’application ~y est continue (exercice:vérifiez-le!) et donc A est connexe par arcs. O
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Grace a cette proposition, nous allons pouvoir définir la notion de composante connexe
par arcs d’une partie d’une espace métrique.

Définition 4.1.7. Soit x un point d’un espace métrique (X,d). On appelle composante
connnexe par arcs de x (et I'on note 11%) la réunion de toutes les parties connexes par arcs
de X contenant x.

Remarques
e Il existe toujours une partie connexe par arcs contenant z, c’est {z}.

e D’apres le théoreme 4.1.6, c’est la plus grand (au sens de l'inclusion) connexe par arcs
de X contenant z.

e Toujours d’apres le théoreme 4.2.6, si x et y sont deux points distincts de X, ou
bien II7 = 1Iy ou bien II7 NIIy = (). Ceci implique que 1’on a une partition de ’espace X
en parties connexes par arcs.

Nous allons démontrer la proposition suivante qui donne une condition nécessaire en terme
d’ouverts pour qu’une partie soit connexe par arcs.

Proposition 4.1.8. Soit A une partie connexe par arcs d’un espace métrique (X,d). On
considére deux ouverts Uy et Uy de X tels que A soit inclus dans Uy U Uy. Si de plus AN Uy
et AN Uy sont non vides, alors AN Uy N Uy est non vide.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si ANUy = ANUy, alors ANUyNU, = ANUy
et donc A N Uy N U;p est non vide. Si AN Uy est différent de A N Uy, il existe alors (xg,x1)
dans (ANUp) x ANU; \ Up. Comme A est supposé connexe par arcs, il existe une application
continue de [0, 1] dans A telle que v(j) = ;. Introduisons I’ensemble

TG e 0,1/ v <t A(t) € Up).

Soit tg borne supérieure de I. Comme ~ est continue, il existe un réel strictement posi-
tif o tel que ([0, ) soit inclus dans A N Up. Donc ¢y est strictement positif. De plus, si ¢
est un élément de I, v(t) appartient a Up. Il existe donc un réel strictement positif 8 tel
que ([t,t + B[) soit inclus dans AN Up. Donc ¢ n’est pas un majorant de I. Donc (o) n’est
pas dans A N Uy. Ainsi v(ty) appartient & A N Uy. De par la continuité de ~, il existe un réel
strictement positif 5’ tel que vy(]to — ', to]) est inclus dans ANU;. Comme ([0, to[) est inclus
dans A N Uy, 'ensemble A N Uy N Uy contient y(]tg — f',to[) et est donc non vide. 0.

On peut déduire de ce résultat le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.9. Soient xg et x1 deux points distincts d’un espace métrique (X, d). Alors
lensemble {xo,x1} n'est pas connexe par arcs.

Démonstration. Soit Uj; = B(z;, ) ol « est un réel strictement positif strictement inférieur
a d(xg,x1). Il est clair que {zg, 21} est inclus dans Uy U Uy, que ANU; = {z;} et que
ANUyNU; =0. Dol le corollaire. O
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4.2 Notion de connexité

Définition 4.2.1. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est connexe
si et seulement si, pour tout couple d’ouverts Uy et Uy de X, tels que A C Uy U Uy, on a

(AﬂUo#@ et AﬂUl#@)zAﬁUoﬂUl#(b.
Lorsque la propriété ci-dessus est vérifiée pour A = X, on dit que I'espace X est connexe.
Premiers exemples

e Soit (X, d) un espace métrique, pour tout x de X, la partie {z} est connexe. En effet, si
deux parties Uy et Uy de X sont telles x soit dans Uy et dans Uy, alors x est dans UgNU;
qui est donc non vide.

e Soit (X, d) un espace métrique contenant au moins deux points distincts zp et x1. La
partie {zo, 1} n’est pas connexe. En effet, on considere les deux boules de centre z; et
de rayon r strictement inférieur a la moitié de la distance de zg a 1. On a alors

{zo,21} C B(zo,7) U B(z1,7) et{xo,x1} N B(zj,r) = {z;}.
alors que {xg,z1} N B(xo,r) N B(xy,r) = 0.

e La derniere proposition de la section précédente montre que toute partie connexe par
arcs est connexe.

Théoréme 4.2.2. Les parties connexes de (R, |- |) sont les intervalles.

Démonstration. Soit A une partie de R qui n’est pas un intervalle. Ceci signife qu’il existe un
triplet (a,b,c) de A? x A° tel que a < ¢ < b. Posons

Ux d:éf] —o00,c] et U d:éf]c,oo[.

Ces deux ensembles sont des ouverts de R tels que
AcCcUUUy, UlﬂUgﬂAzw, acelU; et beU,.

Donc A n’est pas connexe.

Réciproquement, soit I un intervalle de R (non réduit a un point). Nous allons démontrer
par contraposition que I est connexe. Soit U; et Uy deux ouverts de R tels que I soit inclus
dans Uy U Us et tels que I NU; et I N Us soient non vides. Nous allons démontrer qu’ils sont
alors d’intersection non vide, c’est-a-dire que I N U; N Uy est non vide.

Pour j valant 1 ou 2, on considere ; un point de INU;. On peut, dans perte de généralité,
supposer que 1 < z3. Comme U est un ouvert, il existe z > x1 tel que [z, z[ soit inclus
dans U;. On peut prendre x strictement inférieur & zo. Comme I est un intervalle, = est
dans I. Soit y dans |z1, 23] (donc dans I) tel que [z1, y[ soit inclus dans U;. Comme U; est
ouvert, il existe un z dans |y, z2[ tel que [y, 2] soit inclus dans U;. Donc si M; désigne la borne
supérieure des x < x4 tels que 1, x| soit inclus dans I N Uy, alors M; n’appartient pas a Uj.
Mais il appartient a I car M7 est entre x1 et xg et I est un intervalle. Donc M, appartient
a I NUs. Donc, il existe un z3 < x3 tel que |x3, x| soit inclus dans I N Us. Mais, pour tout z
dans [z1, M|, x appartient & [ N U;. Donc I N Uy N Us # 0. O

Théoréme 4.2.3. Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques, f une application continue
de X dans Y. Alors, si A est connexe, f(A) est connexe.
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Démonstration. Nous allons a nouveau procéder par contraposition. Soit A une partie de X
telle que f(A) ne soit pas connexe. Il existe alors deux ouverts V; et V5 de X tels que

flA) cViuVe, f(ANVINVa=0, f(ANUL1#0 et f(A)NUL #0.
Comme la fonction f est continue, les deux ensembles U; dot f‘l(Vj) sont ouverts. De plus,
on a

Ac fAHfA) c VU V) € I VA) U fH(1e) = U1 U U, (4.1)

Si x est un point de AN U; N Uy, alors f(z) appartient a f(A) N'Vi N Va qui est I’ensemble
vide. Donc ANU; NUy = . Or cet ensemble est supposé étre vide. Donc

ANULNUy = 0. (4.2)

De plus f(A) U Vj est supposé non vide. Ceci implique l'existence d’'un point x; de A tel
que f(x;) soit dans V; ce qui signifie exactement que A N f~1(V;) est non vide. Avec (4.1)
et (4.2), ceci signifie que A n’est pas connexe. O

Proposition 4.2.4. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Alors si A est connexe,
alors A est connexe.

Démonstration. Nous allons procéder par contraposition. Si A n’est pas connexe, alors il
existe deux ouverts de X U; et Us tels que

ACUhUUy, ANUINU;=0, ANU; #0 et ANUy # 0.

Comme A C A, la seule chose & démontrer pour démontrer que A n’est pas connexe est
que AN U; est non vide pour j =1 ou j = 2. Soit x; un point de AN U;. Par définition de
I'adhérence, cela implique que A C U; n’est pas vide. D’ou la proposition. O

Remarques Il est par contre faux en général que I'intérieur d’une partie connexe soit connexe,
méme s’il se trouve que c’est vrai sur R. En effet, d’apres le théoreme 4.2.2; l'intérieur d’un
intervalle non réduit a un point est un intervalle.

Il est faux que ’adhérence d’une partie connexe par arcs le soit. En effet, considérons la

partie A de R? définie par
¢ 1
A {(t, sin ;), t 6]0,7?]}.

C’est une partie connexe par arcs (exercice:vérifiez-le!). L’adhérence de A est AU{0} x [—1, 1]
qui n’est pas connexe par arcs. (exercice pas si facile: démontrez-le). Ainsi A est connexe et
par connexe par arcs.

Proposition 4.2.5. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Cette partie est connexe
si et seulement si pour toute partie B de A,

(B ouverte et fermée de A ) = (B =AouB= @).

Démonstration. Soit B une partie ouverte et fermée de A. Comme B est une partie ouverte
de A, il existe un ouvert U; de X tel que B = Uy N A. Comme B est une partie fermée
de A, B¢ est une partie ouverte de A et donc il existe un ouvert Us de X tel que B¢ = Us N A.
On a donc

AcCcU UUs et U NUyNA=0.
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L’espace X étant connexe, on a
AcCU; ou ACU,,

ce qui signifie que B = A ou B = ().
Réciproquement, soient Uy et Uy deux ouverts tels que

AcCcUiuUy et U nNUyNA.

Par définition des ouverts de A, B det ANUj est un ouvert de A dont le complémntaire dans A
est Uy N A qui est aussi un ouvert. Donc ANU; = A ou ANUs = (), ce qui signifie, comme A
est inclus dans Uy U Us, que A est inclus dans Uy ou dans Us. D’ou la proposition. O

Théoréme 4.2.6. Soit (Ax)rea une famille de parties connexes d’un espace métrique (X, d).
On a

ﬂ Ay # ) = U Ay est connexe.

AEA AEA
Démonstration. Nous allons procéder par contraposition. Supposons que la réunion des A
(notée A dans la suite de la démonstration) ne soit pas connexe. Cela implique 1'existence de
deux ouverts de X tels que

ACU1UUy, ANUINU=0, ANUL#D et ANUsz # 0.
Comme chaque parties Ay est connexe, et que
AyCcUiUUy et ANUNU; =0,

la partie Ay est ou bien incluse dans U; ou bien incluse dans Us. Soit A; et Ao les deux

ensembles d’indice défini par
déf
Ay E{NEAN] A CU;)
Comme, pour chaque j, 'ensemble AN U; est non vide, les deux ensembles d’indice A et Ao
sont non vides. Ainsi donc, on peut écrire

- (O 4)(0 )
AEA AEA AEA2
c UinUs.

Comme A (qui est la réunion des A)) est d’intersection vide avec Uy N Us, on a
(N ACANTINT, =0
AEA
ce qui démontre le théoreme. O

Gréace a cette proposition, nous allons pouvoir, comme dans la section précédente, définir
la notion de composante connexe d’une partie d’'une espace métrique.

Définition 4.2.7. Soit x un point d’un espace métrique (X,d). On appelle composante
connnexe de x (et I'on note 11,) la réunion de toutes les parties connexes de X contenant x.

Remarques

e Il existe toujours une partie connexe contenant x, c’'est {x}.

e D’apres le théoreme 4.2.6, c’est la plus grand (au sens de l'inclusion) connexe de X
contenant x.

e Toujours d’apres le théoreme 4.2.6, si x et y sont deux points distincts de X, ou
bien II, = II, ou bien II, N1II, = 0.
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Chapitre 5

Espaces normés et espaces de
Banach

Dans toute la suite du cours, K désignera R ou C.

5.1 Définition des espaces normés et de Banach

Définition 5.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application N de E
dans RT est une norme sur E si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

e N(z)=0<=z=0,
e Pour tout \ appartenant a K, on a N(Ax) = |A|N(z).
e N(z+y) < N(zx)+ N(y),

Le couple (E, N) est appelé un espace normé

Notations Tres souvent, on désigne une norme par || - || ou bien par || - ||.

Exemples
e On considere sur RY les différentes normes suivantes:

N 3
déf
lzle = D al?
j=1
déf

lzlloo = max zj]

N
déf
lzlle =Dl
j=1

e Soit My, »(K) I'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes. On pose, pour une

matrice A = (a})

[NIES

déf — L déf i
Al (er(arA)E € (3 i)
i,J
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e Soit X un ensemble, on considere ’espace des fonctions bornées de X dans K. On définit
alors 'application

[ sup |f(z)];
reX

c’est une norme au sens ci-dessus.

Si X = N, cet espace est I'espace des suites bornées a valeurs dans K. On note cet
espace {*°(N;K) et 'on note un élément = de cet espace (z(n))nen. Les espaces de suites
constitue les exemples les plus simples a étudier d’espaces vectoriels de dimension infinie.
Voici deux autres exemples d’espaces de suites qui sont tres intéressants.

Définition 5.1.2. On appelle £*(N;K) I'ensemble des suites a valeurs dans K telles que la
série de terme général x(n) soit absolument convergente.

On appelle (?(N;K) I'ensemble des suites & valeurs dans K telles que la série de terme
général |x(n)|? soit convergente.

Proposition 5.1.3. Les espaces /!(N;K) et £?(N,K) sont des espaces vectoriels et les appli-

cations
d6f déf [~ oy 1
Izl S ) lam) et fzlz = (Z z(n)|?)>
n=0 n=0

définissent des normes sur £*(N; K) et £2(N,K) respectivement.

Démonstration. Si ||x||; = 0, alors on a, pour tout n, x(n) = 0 et donc z = 0. Si la série de
terme général |z(n)| converge, celle de terme général |Az(n)| aussi et I'on a

> D) =AY [(n)].
n=0 n=0

Enfin, pour tout entier NV, on a

N N N
dlzm) +ym)| < D lxm)+ Y lu(n)|
n=0 n=0 n=0

Yl + ) ly(n)|
n=0 n=0

Ainsi donc on a ||z + y|l1 < ||z|1 + |Jyll1. Pour l'espace ¢*(N;K), la démonstration est la

méme une fois observé que

N
(3 la(m) + y(m)?)
n=0

IN

[
ol
N|=

N N
< (X la)P)* + (X lwmP?)
n=0 n=0
Remarque On a /}(N;K) C 2(N; K) C /~°(N;K).

La proposition suivante va munir naturellement un espace normé d’une structure d’espace
métrique.

Proposition 5.1.4. Soit (E, || - ||) un espace normé, alors I'application définie par

{ExE - R*
(z,y) = [z -yl

est une distance sur E, appelée distance associée a la norme || - ||.
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Démonstration. Tout d’abord on a,
dz,y) =0<= |z —y[|=0<= 2 —y =0.
De plus, en appliquant le deuxieme propriété de la définition des normes avec A = —1,
d(z,y) = ||z —yll = lly — 2| = d(y, ).
Ensuite, on a
dz,y) =z —yll = llz -2+ 2z —yll < [lz = 2[[ + [[z = yll = d(z, 2) + d(z,y).

Définition 5.1.5. Soit (E,|| - ||) un espace normé. On dit que (E,|| - ||) est un espace de
Banach si et seulement si I'espace métrique (E, d) ot d est la distance associée a la norme || - ||
(i.e. d(x,y) = ||z — yl||) est un espace complet.

Exemples L’espace RV muni de la norme euclidienne est un espace complet. Plus généra-
lement, tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé est un espace
de Banach. Soient E un espace de Banach et X un ensemble; ’ensemble B(X, E) des fonctions
bornées de X dans E muni de la norme

déf
I £l5cx,m) = sup || f(2)]e
zeX

est un espace de Banach (voir Proposition 2.1.5 page 22). En particulier ’espace £>°(N; K) est
un espace de Banach. Pour démontrer que les espaces /!(N; K) et £2(N; K) sont de Banach, il
est nécessaire de mieux comprendre le comportement des séries dans les espaces de Banach.
Dans un espace de Banach, les séries absolument convergentes sont convergentes, ce qui se
traduit par la proposition suivante.

Proposition 5.1.6. Soit E' un espace de Banach et (xy,)n,en une suite d’éléments de E. Alors,
si la série (||zy||E)nen est convergente, alors la suite

N
Sy = E T, est convergente.

n=0
Démonstration. On a

N+P

>
n=N+1
N+P

> llzall.

n=N+1

[Snv+p — SNl =

IN

L’hypothese de sommabilité implique que, pour tout e strictement positif, il existe un entier Ny

tel que
N+P

YN > No, VP, Y |zl <e.
n=N-+1

La suite (Sy)nen est donc de Cauchy, ce qui, vu que l'espace E est de Banach, assure la
proposition. O
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Pour démontrer que les espaces ¢! (N;K) et £2(N; K) sont de Banach, on utilise le résultat
suivant, qui est une réciproque de la proposition ci-dessus.

Théoréme 5.1.7. Si E est un espace normé tel que pour toute suite (xy,)neN, on ait

N
Z |xn||E < 0o = Sk d:efz.rn converge,
neN n=0

alors I'espace E est de Banach.

Démonstration. Soit (an)nen une suite de Cauchy de E, nous allons extraire de (a,)nen une
suite convergente, ce qui, d’apres la proposition 2.1.2, assurera le résultat.
On définit lapplication ¢ de N dans N par ¢(0) = 0 et

déf . 1
n+1) = min<m > ¢(n)+1, sup|lam —a < 8.

Ainsi donc, on a, pour tout entier n,

1
lagem+n) = agmll < G775

Posons x, det Ap(nt1) — Ag(n)- On a

1
> ]l < Zm < 0.

neN neN

Donc par hypothese, la suite
N
SN’::ZE:JHLZZG¢UV)__GO
n=0

converge; d’ol le théoreme. O

Nous allons maintenant appliquer ce théoreme pour démontrer le résultat suivant.
Théoréme 5.1.8. L’espace normé (¢1(N;K), || - ||1) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (z,)pen une suite d’éléments de ¢1(N; K) telle que

oo
> llaplh < oo
p=0

Ceci signifie qu’il existe un réel strictement positif M tel que

P N
V(P,N) € N?, Y |, (n)| < M. (5.1)

p=0n=0

Ceci implique que, pour tout n fixé, la série de terme général z,(n) est absolument convergente
dans K (qui est R ou C). Elle converge donc vers S(n). D’apres (5.1), on a

N
YN eN, ) |S(n) < M.

n=0
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P
Donc S appartient & ¢*(N;K). Il s’agit maintenant d’estimer HS — prH pour un entier P
1

p=0
donné. Pour tout entier IV, on a

N P N P’
>[5 =Y | = 32| dim 37wy,
n=0 p=0 n=0 p=P+1

La valeur absolue de la limite est la limite de la valeur absolue et la limite d’une somme (finie)
est la somme des limites. Ainsi donc, on a

N P N P
> o[t =S aptm| = Jim S| 3wyt

n=0 p=P+1

L’inégalité triangulaire implique que

P’ P’
| mm] < Y lam)]
p=P+1 p=P+1

D’ot, en intervertissant les sommes (finies en n et p),

N
Z’S pr ‘<hmsup Z Z]xp
n=0

P’'—o00

p=P+1n=0
Par définition de la norme || - ||1, on a
N P oo
POIEOED SENCIES DEA
n=0 p=0 p=P+1

Cette inégalité étant vraie pour tout N, on en déduit que
P 0o
[s=a, < X lali.
p=0 p=P+1

Par hypothese, la série de terme général ||z,|/; est convergente. Ceci implique que, pour
tout € > 0, il existe un entier Py tel que

oo
> llzplh <e.

=P
D’apres le théoreme 5.1.7, le théoreme est démontré. O
Théoréme 5.1.9. L’espace normé (¢2(N;K),| - ||l2) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (z;)pen une suite d/’elément sde ¢(N) telle que

> lapllz < co.

peEN
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Comme, pour tout n, on a |z,(n)| < ||zp||2, on en déduit que, pour tout n,
> Jap(n)] < oo
peN

D’apres la théorie des séries a termes réelles ou complexes, on en déduit que, pour chaque n,
la série (en p) de terme général z,(n) est absolument convergente et donc converge vers une
limite que nous désignerons par S(n). Démontrons que S appartient & ¢2(N) puis que la série
des (zp)pen converge vers S dans ((N).

Pour ce faire, nous allons considérer uniquement des valeurs des suites x,(n) et S(n) pour
les entiers n inférieurs & un entier N. Ainsi, la norme || - |2 devient la norme euclidienne
sur RY. Notons Sy et x, v les restrictions de S et de x, & 'ensemble {0,..., N}. Observons
que l'inégalité triangualire implique, pour tout N, on a

(o ¢]
I1Snll2 <> llzpnll2.

p=0

Comme ||z, |2 < [|zp]]2, on en déduit que, pour tout N, ||Sy||2 est majoré par
oo
> llzplla
p=0
qui est indépendant de N. Ceci signifie que, pour tout N,
N ) 9
SIS0 < (3 Il
n=0 p=0

c’est-a-dire que S appartient & £2(N).
Démontrons maintenant la convergence dans £%(N). Pour tout N, on a

P Q
H N Z"”P,N ) oot Z"”P:N ;
p=0 p=F

IN

Q

lim Y .

dim D flzplle
p=P

Comme ||zp N2 < ||zp||2, qui est le terme général d’une série convergente, on en déduit que,
pour tout N,

P %)
[ENED LN RS Py EN
p=0 p=P

Ceci se traduit par le fait que
N P 9 00 9
S (s =Y 3) < (X llmlle) -
n=0 p=0 p=P

i

En passant a la limite lorsque N tend vers 'infini et en prenant la racone carrée de I'inégalité

ainsi obtenue, on en déduit que

P 00
[s= > alls < 3 Nyl
p=0 p=P

ce qui conclut la démonstration du théoréeme. O
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5.2 Le cas des espaces de dimension finie

Le fait que la dimension de l'espace soit finie ou non induit de grandes différences sur la
topologie comme on peut le voir au travers de I’énoncé suivant.

Théoréme 5.2.1 (de Riesz). Soit E un espace vectoriel normé; la dimension de E est finie
si et seulement si la boule unité fermée de E est compacte.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie V. Nous allons démontrer
qu'il existe une bijection linéaire continue d’inverse continue de RY muni de la norme | - ||oo
sur . Considérons une base (?j)lgjg ~ de E et lapplication linéaire bijective I définie par

RN — F

T N
v =(zh<jen > > x5

j=1

L’application I(z) est une bijection linéaire. Montrons qu’elle est continue. On a

N
>zl 11€5le
j=1

dét _
M||z||co avec M = 1I§nja§)§v||€j”E'

1 ()] =

IN

IN

L’application I étant linéaire, on en déduit que
1(z) = Iz < Mz = ylloo-

L’application
z— ([ (2)]|e

est donc continue de RY dans R*. D’apres le corollaire 3.3.6 page 34, la sphere SV 1, (i.e.

’ensemble des z de RY tels que ||z]loc = 1) est compacte. De plus, I efant bijective, elle
ne s’annule pas sur SV . D’apres le théoréme 3.3.9 page 35, il existe un réel strictement

positif m tel que
vz € RV \{0 ,mSHI T H <M

L’application I étant linéaire, on a
Vo e RN, mlzfloo < H(@)|p < Moo (5.2)

Donc I et I=! sont des bijections linéaires continues. Donc les ouverts (resp. les fermés)
(resp. les compacts) de E sont exactement les images des ouverts (resp. des fermés) (resp.
des compacts) de RY par I. Donc la boule unité ferme de E est un compact car c’est un
fermé inclus dans I'image par I dans la boule fermé de centre 0 et de rayon m~'. Donc la

boule unité de E est compact.

Nous admettons la réciproque qui se démontre en prouvant que si ’espace vectoriel E
n’est pas de dimension finie, alors la boule unité n’est pas compact. O

Définition 5.2.2. Soit F¥ un espace vectoriel et N1 et No deux normes sur E. Elles sont dites
équivalentes si et seulement si il existe un réel strictement positif C' tel que, pour tout x de F,
on ait

C_1N1($) < NQ({L‘) < CNl(:L‘)
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Remarques Cela signifie exactement que I'application Id (qui est bien str linéaire) est
continue de (E, N1) dans (E, N2) et de (E, N3) dans (E, Ny) (voir la section suivante). Dans
ce cas, les distances associées sont équivalentes (voir la définition 1.6.2).

Proposition 5.2.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes
sont équivalentes entre elles.

Démonstration. Soient N et No deux normes sur E. D’apre s la relation (5.2), pour j € {1,2},
on a
¥(z,y) € RY xRY , mjllz — ylloo < Nj(I(z — y)) < M|z — ylloo-

Ainsi donc, comme [ est une bijection, on a pour tout y de E

meo IMQ
—= < N. < —=N
My — 2(2) < mi 1(z)
D’otu le résultat en prenant
My My
C= max{—, —} .
mi Mmoo

5.3 Continuité des applications linéaires

La continuité des applications linéaires est décrite par le théoreme suivant.

Théoréme 5.3.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et ¢ une application linéaire
de E dans F. L’application ¢ est lipschitzienne si et seulement si il existe un ouvert U de FE
tel que ¢ soit bornée sur U, c’est-a-dire tel que

sup |[4(z)||F < 0.
zelU

Démonstration. 11 est clair qu’il existe un ouvert sur lequel une application lipschitzienne est
bornée (par exemple n’importe quelle boule). Réciproquement, considérons un ouvert U sur
lequel I'application linéaire £ est bornée. Soit xy appartenant a U. L’ensemble U — xg est un
ouvert (exercice: démontrez-le!) contenant l'origine. Par définition d’un ouvert, il existe une
boule ouverte de centre 0 et de rayon « incluse dans U — xg. On peut alors écrire
ME s (@) < swp 0@
z€B(0,a) zeU—xo

sup [|€(y — o)
yeU

< sup [[€(y)]| + [[¢(xo)]-
yelU

IN

Donc l'application £ est bornée sur une boule de centre 0 et de rayon «.. Pour tout y de E\ {0},
on a

y € B(0,a).
2|lylle

| (ame)] < v

Par linéarité de £ et homogénéité de la norme, on trouve que

On en déduit que

2M
e E, lw)lr < = lylle.

Cette inégalité étant vraie pour y = x — xg, la démonstration du théoréeme est achevée. O
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Lorsque I'espace vectoriel de départ E est de dimension finie, les applications linéaires sont
toujours continues.

Théoréme 5.3.2. Soient E et I' deux espaces vectoriels normés. Si E est de dimension finie,
alors toute application linéaire de E dans F' est continue.

Démonstration. D’apres la proposition 5.2.3 page 52, toutes les normes sont eduivalentes.

Soit B = (?j)lngN une base de E, on choisit comme norme ||z|looc = sup |z;| ot les x;
1<j<N
désignent les coordonnées de = dans la base B. Soit £ une application linéaire de E dans F.

On a

N N
déf
le@lle = | Yo 2,62))|, < Mzl avee M XS 6@ ). (5.3)
j=1 j=1

D’ou le résultat. O

5.4 Les espaces d’applications linéaires continues

Proposition 5.4.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés; on désigne par L(E, F)
P’ensemble des applications linéaires continues de E dans F'. L’application définie par
déf
1llze,ry = sup [[€(2)|F
Izl p<1

est une norme sur L(E, F).
Convention: Sauf mention expresse du contraire, on considérera toujours 'espace L(E, F)

muni de la norme ||| z(g .-

Démonstration. 1l est tres facile de démontrer que L£(E, F') est un espace vectoriel. Vérifions
les trois propriétés définissant une norme. Supposons que ||{||z(g r) = 0. Ceci implique
que £(z) = 0 pour tout = de la boule unité (c’est ainsi que I’on nomme usuellement la boule
de centre 0 et de rayon 1). Alors, pour tout x # 0,

x 1
€< > = l(x)=0
Mele) = 2afls ™

On en déduit que ¢(z) = 0 et donc que ¢ = 0.
De plus, soient £ € L(E,F) et A € K, on a ||[M(z)||p = || x ||[¢(z)]p. Dot il résulte que

sup [[M(z)|[F = [A] sup [[f(z)]

=]l z<1 l[=llz<1

Soient ¢ et {5 deux éléments de L(E, F'), on a

11 (2) + L2(2)|| P < [l (@) 7 + [[e2(2) ]| 7

Ainsi donc, pour tout x de E de norme inférieure a 1, on a

[61(z) + L2(@)||lp < [all e,y + 12l 2, F)-
La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit que
161+ ol oery < Vlleery + 1202z F)-

D’otu la proposition. O
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Remarques On a les deux relations suivantes (& démontrer en exercice), pour ¢ € L(E, F),

Uz
WHL(E,F) = sup |l(z)]|F = sup M

(5.4)
llz|| =1 #£0 ]l &

Lorsque E = F, on désigne L(E, E) par L(E).

Proposition 5.4.2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés et ({1,l2) un élément
de L(E,F) x L(F,G). La composée {5 o {1 appartient a L(E,G) et

1020 bl ciza) < 1lleerm)lllllora)

Démonstration. Pour démontrer cela, il suffit d’observer que, grace a (5.4), on a

12 0 b1 ()| 12l z(rc €1 (2) | 7

<
< |llzrelblcern e

Remarques Si £ = F = G, on pose alors L(E) def L(E,E). Pour tout (¢1,¢2) € L(E)?,

142 0 bl cmy < 1l ey llloll oer)- (5.5)

La proposition suivante va nous fournir un nouvel exemple treés important d’espaces de
Banach.

Proposition 5.4.3. Soient E un espace normé et F un espace de Banach. Alors 'espa-
ce L(E, F) muni de la norme définie dans la proposition 5.4.1 est un espace de Banach.

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (¢, )nen de L(E, F). D’apres la définition
de la norme sur l'espace L(E, F'), on en déduit que, pour tout = de E, la suite (£,,(x))nen est
une suite de Cauchy de F'. L’espace F' étant supposé complet, il existe, pour tout x de F, un
élément de F', noté £(x) tel que

lim ¢, (x) = {(z).

n—oo

11 suffit maintenant de démontrer que ¢ appartient a L(E, F) et que
lim ¢, =¢ dans L(E,F).
n—oo

L’unicité de la limite assure tres facilement que ¢ est une application linéaire. Comme la
suite (€, )nen est de Cauchy, elle est bornée (proposition 2.2.7). Il existe donc une constante C
telle que
sup  |[fn(2)|[F < C.
neN
=l z<1
Par passage a la limite, on en déduit que

sup |[l(z)||F < C.
Izl z<1

Donc, lapplication linéaire ¢ est continue. Démontrons la convergence de la suite (£)nen
vers ¢ dans L(E, F). La suite ({,)nen étant de Cauchy, pour tout e strictement positif, il
existe un entier ng tel que 'on ait, pour tout entier n > ng,

sup ||l (z) — lnip(2)[|lF <e.
lzllz<1
peN
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Par passage a la limite lorsque p tend vers ’infini, on obtient

sup ||6n(2) — £(2)||F <,
leflz<1

ce qui acheve la démonstration de la proposition. O

Exercice 5.4.4. Soient E et F' deux espaces normés tels que F' soit complet. On considére
une suite bornée (¢,,)nen dans L(E, F). On suppose qu’il existe un sous-espace vectoriel G
de E, dense dans E et une application linéaire { de G dans F telle que

Vo e, li_>m lp(x) = ().

Démontrez que ’on peut prolonger ¢ en un élément ¢ de L(E,F) et que
Vo e E, lim {,(z) = (z).
n—oo

Exercice 5.4.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés tels que E soit un espace de
Banach. Si est une isométrie de E dans F, alors 1(E) est fermé dans F'.

5.5 Le cas particulier de L(F)

L’ensemble L£(F) est un espace de Banach ; la composition de deux éléments fy, ¢; définit

414 . déf
un nouvel élément que l'on notera simplement £of; ; on notera /" = fo--- o/ (n facteurs).
D’apres ce qui précede on a l'inégalité

1olillzce) < ol cepylllallciey, (5.6)

ce que l'on résume en disant que L(E) est une algebre normée. Remarquons que cette inégalité
dit en particulier que l'application ¢ +— £pf, qui est évidemment linéaire, est continue (elle
appartient a L(L(E)) !).

L’un des résultats de base sur les éléments inversibles de L(FE) est le suivant.

Théoréme 5.5.1. Soit E un espace de Banach; I'ensemble des éléments de L(E) qui sont a
distance strictement inférieure a 1 de Id sont inversibles dans L(E). Dit autrement,

Ve € Brpy(Id,1), e e L(E)/ tot =00l =1d.

Démonstration. Posons
N

Sy =Y (1) —TId)".

n=0

D’apres la proposition 5.1.6 page 47, la suite (Sy)nen converge vers un élément £~ de L(E)
deés que [|€ —Id||z(g) < 1. Par ailleurs, on a

Syl = Sy(Id+€—T1d)
— Id—(—l)N+1(€—Id)N+1
£Sn.

En passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus, on conclut la démonstration de ce théoreme. O
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Nous allons donner un exemple d’application de ce théoreme a la théorie des équations
différentielles ordinaires linéaires.

Soit I un intervalle de R, on désigne par C(I, RV ) I'ensemble des fonctions continues de [
dans RY. On se donne une fonction continue A de I dans £(RY) et 'on fixe un réel ¢y dans
I'intervalle I. On définit alors, pour tout réel A, I'espace F) des fonctions f de C(I, RN ) telles
que

L OIS

Nous laissons en exercice la démonstration du fait que ’espace F muni de la norme || - ||
est un espace de Banach. De plus, remarquons que toute fonction constante appartient a F).
Démontrons la proposition suivante.

Proposition 5.5.2. Soit A I'application linéaire définie par

F)\ — F)\
t
A fo— A(f): t— | AW)f(t)dt

to

Alors, pour tout réel strictement positif \, A appartient a C(E)) et vérifie

1
Al £z, < 3

Démonstration. La démonstration du fait que A soit linéaire est laissée en exercice au lecteur.
Pour tout ¢ dans I (on suppose t > ty pour simplifier I’écriture) , on a

t t
e Mo 14O @ || [© gy p(tydar|| < e Mo AOlewnd [Ty 4@y £(r)||dr
to to
. t
< MOt [ A | g £ dr
to
<

t + 1" 1"
/ e M IAE e ) A | v
to
&M 1A ey @ ey

Par définition de la norme |5, on a

t _ t 7 "
A < 1l sup [ et gy g
0

telNfto,o0]
1
< = .
< s

Ceci démontre la proposition. a

D’aprés le théoreme 5.5.1, pour tout o de R, il existe une unique fonction z de F) telle
que
Vtel, z(t)— A(x)(t) = xo.

Comme la fonction x est continue, la fonction A(z) est dérivable et donc la fonction = aussi.
On a ainsi démontré que pour tout zg de RY, il existe une unique fonction z sur I telle que

z(t) = A(x(t)) et x(ty) = wo.
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Corollaire 5.5.3. L’ensemble U(E) des éléments inversibles de L(E) est un ouvert et I’appli-
cation Inv définie par

{U(E) — U(E)
¢ — 1

est continue.

Démonstration. Soit £y un élément de U(FE). Considérons alors un élément ¢ de L(E) tel que

1
16— "Lollepy < 7o
14 "1l ()
D’apres I'inégalité (5.5), il vient
160" —1d || g(m) < 1.

D’apres le théoreme précédent, £ o £y ! est inversible, donc ¢ aussi. L’ensemble U (E) est donc
ouvert.

Démontrons la continuité sur la boule (ouverte) de centre Id et de rayon 1. On peut écrire,
pour deux éléments ¢ et £ de la boule de centre Id et de rayon « strictement inférieur a 1,

que
[o¢]

G =31 - )" (6 — 1)),

n=0

Démontrons que, si a et b soont deux éléments de L(F), alors

n—1
V> 2, (" = 6" cem) < nlla = blley D el " IbIE g (5.7)
m=0

Commencons par le démontrer pour n = 2. On a
a’? — b = (a—b)a—b(b—a)
D’apres (5.6), on a
la® = V|l z(m) < lla = blleeey(lall e + 1blle)

ce qui est exactement (5.7) dans le cas o n = 2. Supposons (5.7) pour un entier n > 2. On
peut écrire que
a™t — bt = (4 — b)a™ + b(a" — b").

En utilisant (5.6) et 'hypothese de récurrence, on a

@™ =" iz < (@ =b)llemllalam + 1blemla™ =6l

IN

n—1
1@ = )l cqmllallEem) + 1bllecmy D lallFos ™ IBI7 s
m=0

ce qui est exactement (5.7) pour n + 1.
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Comme nous avons supposé que ¢1 et £5 appartenaient & la boule de centre Id et de rayon «,
on en déduit que

(61 = 1d)" = (€ = 1d)"|| oy < ™ |ly = Lo| £y
Comme « est supposé strictement inférieur a 1, on a
16 = 05 2my < Clley — ol o)

Pour achever la démonstration du corollaire, la continuité étant une propriété locale, il suffit
de démontrer, pour chaque ¢y € U(FE), sur une boule ouverte centrée en £y. Supposons donc
que £o appartient 4 U(E) et que £ € B(fp, ||¢y " [|~"). Ecrivons

gt —Td = 0yt — bolyt = (€ — o) eyt
Comme on a supposé que £ € B({y, |[£5*]7), on a
leggt =1 || < 1€~ Gollll 6| < 1.
Ainsi donc £, 1 est inversible et
€6 (e ™) = (eegHy(eeg )yt =1d.

Ceci permet d’écrire 71 = {5 1((%5 1)_1. Autrement dit, 'application ¢ — ¢~! définie sur
la boule B(, [|[¢5*]~!), peut s’obtenir en composant les applications ¢ — £f;* (sur cette
méme boule), u — u~' (sur la boule B(Id, 1)), et v — £;'v. La premiere et la derniere
sont des applications linéaires continues (voir le premier paragraphe de cette section 5.5), et
la seconde est continue d’apres ce qui précede. L’application ¢ — ¢~1 est donc sur la boule
B(lo, 16511 7Y). Le corollaire 5.5.3 est démontré. O

ATTENTION ! En dimension finie, il n’existe qu’une seule facon, pour une application
linéaire, de ne pas étre inversible. En effet, soit £ une application linéaire de F dans F,
I’espace E étant supposé étre de dimension finie. L’algebre linéaire élémentaire dit que

£ bijective < £ surjective < £ injective.

L’application réciproque ¢~! est linéaire donc continue puisque nous sommes en dimension
finie.

Il en va tout autrement en dimension infinie. Par exemple, soit £ = ¢°°(N) muni de la
norme

dét
(@ (n))nenlle vy = Sggﬁ(”)\-

C’est un espace de Banach. Soit ¢; I'application linéaire définie par

g{ E — FE
U @m)nen — (y(n)nen/ y(n) = z(n+1).

L’application ¢ est surjective, mais pas injective. Considérons ¢o définie par

E — F
62{ (x(n))nen > (y(M)nen/ y(n) =x(n—1) si n>1, 0 sinon.

L’application ¢5 est une isométrie, c’est-a-dire que |[lox|| = ||z||, mais elle n’est pas surjective.
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5.6 Le théoréme de Baire

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de Baire (théoréme 2.2.3 page 25).

Théoréme 5.6.1 (de Banach-Steinhaus). Soient E et F' deux espaces normés et (€, )nen une suite
de L(E,F). Supposons que E soit complet. Supposons que, pour tout x de E, la limite de la
suite (£, (x))nen existe; désignons la par £(x).
Alors la suite (€,,)nen est une suite bornée de L(E, F), ce qui implique en particulier que ¢ appar-
tient & L(E, F). De plus, on a
1l 2,7y < liminf ||, 2, F)-
n—oo

Démonstration. La démonstration de ce théoréeme repose sur le lemme suivant.

Lemme 5.6.2. Soient F et F' deux espaces normés et (£, )nen une suite de L(E, F'). Supposons que E
soit complet. Supposons que, pour tout x de E, la suite (¢,,(x))nen soit une suite bornée de F'.
Alors la suite (£y,)nen est une suite bornée de L(E, F).

Démonstration. Considérons les ensembles F), ;, définis par
Fop =1z € B/ [tu(2)|r < p}-

Ces ensembles F;, ,, sont des fermés en tant qu’image réciproque de fermés par une application continue.
Donc les ensembles F}, définis par
déf
F, = m Frp

neN

sont des ensembles fermés car ce sont des intersections de fermés. De plus, soit x un élément quelconque
de E. La suite (¢, (2))necn est supposée bornée. Donc, il existe un entier p tel que x appartienne a Fj,.
Cela signifie que la réunion de tous les F}, est I’espace E tout entier. D’apres le corollaire 2.2.6 page 27

du théoréme 2.2.3 de Baire, il existe un entier po tel que F,,, # (. Donc, il existe un point zg et un
réel strictement positif « tel que B(zg, a) soit inclus dans Fj,,. On a donc

sup [ln(@)|F < sup [1€n(z 4+ 20) || F + [€n(z0) || F

ne ne
llzl| <ex llz]| <o
< sup ([(@)|F + [[€a(zo)llF
neN
z€B(zo,x)
< 2po.

Ainsi, pour tout  de E de norme plus petite que 1, on peut écrire

x
ln(@) e < a7t (%)
a’llp
20
o
Donc la suite (€, )nen est une suite bornée de L(E, F). O

Conclusion de la démonstration du théoréme 5.6.1 Par passage a la limite, on obtient alors que,
Vo € B(xzg, ), |[4(x)] < 2po.

Démontrons maintenant la majoration de la norme de ¢. Soit x un élément de E' de norme 1. On peut
alors écrire

le@lle = Jim ()l
= liminf |, (2)]

< liminf |0l czp)  (car 2]z =1).

Le théoreme est ainsi completement démontré. O
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Remarque L’inégalité majorant la norme de ¢ peut étre stricte comme le montre I’exemple suivant.
On considere P'espace ¢!(N) des suites & valeurs complexes absolument convergentes. C’est bien
sir un espace de Banach. On consideére la suite de formes linéaires (e, )nen définie par

déf
en((Tp)pen) = Tn.

C’est un exercice facile de démontrer que

Vo € 1(N), lim e,(z) = 0.

n—oo

Il est tres facile d’observer que [[£,||z(g,c) = 1.

Comme application du théoreme de Baire, on peut aussi citer le théoreme suivant, que nous
admettrons.

Théoréme 5.6.3 (de Banach). Soient E et F' deux espaces de Banach et A un élément de L(E, F).
Si A est bijective, alors A™' € L(F, E).
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Chapitre 6

Calcul différentiel: les bases

6.1 Différentielle et dérivées partielles

Commencons par rappeler la notion de dérivée d’une fonction d’une variable réelle.

Définition 6.1.1. Soit f une fonction d’un intervalle ouvert I de R a valeurs dans un espace
normé F'. Soit ty un point de I, on dit que f est dérivable en ty si et seulement si

lim f(t) — f(to)

t—to t— tO

existe. On 'appelle alors le vecteur dérivé de f au point ty ; ce vecteur est noté f'(tp).

Si la fonction f est dérivable en tout point t de I'intervalle I, on dit alors que la fonction f
est dérivable sur I.

Si la fonction f’ est continue, la fonction f est dit que classe C' sur I (on note C'(I)
I’ensemble de toutes les fonctions de classe C1(I)).

Remarquons qu’'une fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Nous allons étendre cette notion aux fonctions dites ”de plusieurs variables” (sous enten-
dues réelles) c¢’est-a-~dire en fait aux fonctions d’une variable appartenant & un espace vectoriel
normé pouvant étre de dimension finie ou non. Plus précisement, nous considérerons des fonc-
tions définies sur un ouvert {2 d’un espace vectoriel normé (E, || - ||g) & valeurs dans un espace
vectoriel normé (F, || - ||r).

Définition 6.1.2. Soient f une fonction de Q) dans E a valeurs dans F' et a un point de ). On
dit que la fonction f est différentiable au point a si et seulement si, il existe une application
linéaire L continue de E dans F' telle que, pour tout réel strictement positif €, il existe un réel
strictement positif « tel que la boule ouverte B(a,«) de centre a et de rayon « soit incluse
dans () et tel que

VI € BO,a), |flat+ B)—fla)—L-H|r<e|T|s.

Si une fonction est différentiable en tout point d’un ouvert €2, elle est dite ”différentiable
sur 7.

Proposition 6.1.3. Soit L une application linéaire conitnue de F dans F'. Si
— — —
Ve>0,3a>0/ [ Rle<a=|L T|r<e|B|s,

alors Iapplication linéaire L est nulle.
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%
Démonstration. Elle utilise 'importante idée qui est celle d’homogénéité. Soit h ¢ un vecteur
non nul de E. Par hypotheése, pour tout ¢ strictement positif, il existe un réel strictement

positif « tel que
H <2 H hOHE)H

D’apres la linéarité de L et 'homogénéité de la norme, ceci s’écrit
— —
Ve >0, [|[Lhollr <ellholle

%
Ceci étant vrai pour tout € strictement positif, on a donc que L- h g = 0 et donc que 'appli-
cation linéaire L est identiquement nulle. O

Remarque La proposition 6.1.3 ci-dessus implique que I’application linéaire L de la définition
ci-dessus est unique. On appelle la différentielle de f au point a et on le notera D f(a).

Donnons tout d’abord quelques exemples (triviaux ou bien connus) de fonctions différen-
tiables.

e Si =R, il ne s’agit que de la notion usuelle de dérivée. En effet, qu’est-ce qu’une ap-
plication linéaire de R dans F'? On peut la décrire par son image en 1. Plus précisement,
soit I 'application linéaire définie par

LR;F) — F
I{ A — oA,

Il est tres facile de démontrer que ’application linéaire I est une bijection.
e Les fonctions constantes x +— b € F sont différentiables et leur différentielle est nulle.
e Les fonctions linéaires continues sont différentiables car L(a + ﬁ) =L(a)+ L- W
e Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ( j)i<j<n. On considére comme norme

N N
N(z) def <Z :B?) avec T = Z:L'j?j.
j=1

=1

SIS

La fonction f(x) = det

N2(x) est différentiable sur E et 'on a, pour tout point a de E,
%
h

3 N
Df(a)- W =2(aR) avee (aly) S wjy;.
j=1

En effet, on a o N .
N2(a+ h)= N2(a) +2(alh) +N2(h).

Proposition 6.1.4. Soit f une application de Q dans RY et a un point de Q. Si f est
différentiable au point a, alors f est continue au point a.

Démonstration. Par définition de la différentiabilité, pour tout e strictement positif, il existe
un réel strictement positif a (que 'on peut supposer inférieur & 1/2) tel que

Tl <a=|fla+ B)— fa)— Df(a)- Bp <el| Bz
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L’inégalité triangulaire implique et la continuité de ’application linéaire L implique que

- — —
[fla+ h)—=fla)llr < [[Df(a)- hlr+elhle
— €
< IDF@ e R e+ 5
Ainsi donc
— € —
h||lg < min{ o, = || f(a+ h)— fla)||F <e.
1% {0 B 71} = e+ B - £l
ce qui conclut la démonstration. O

Remarque La réciproque est fausse. L’exemple typique est la fonction valeur absolue de R
dans R. Cette fonction est continue de R dans R mais n’est pas dérivable en 0 (démontrez-le!).

6.2 Dérivée directionnelle et dérivées partielles

La différentielle d’'une fonction f prend en compte les variations de celle-ci dans toutes les
directions de l’espace de départ. Nous n’allons prendre en compte ici que les variations de
la fonction f dans une direction de ’espace de départ. Ceci repose la proposition suivante,
simple mais fondamentale.

Proposition 6.2.1. Soient 2 un ouvert de (E, ||-||g) et f une application d_e)Q dans (F,||-||F)
différentiable en un point a de ). Soient o un réel strictement positif et h o un vecteur non
nul de E tels que le segment |a —ag h o, a+ ag h o[ soit inclus dans Q. Alors I'application fa,ﬁo
définie par

{ ]Oéo, Oéo[ — F N
t — f(CL +th 0)

est dérivable en 0 et 'on a
d —
— D ho.
dtf f(a) ho

— =
a,hojt=0

Démonstration. Comme f est différentiable en a, on a

— — — 5
Ve>0,38>0/||hle<f=|fla+ h)—fla)=Df(a) h|r < Tols
ollE
. NS - 7
En appliquant cette inégalité avec h =t h ¢, on trouve que
B — —
Ve>0,38>0/t| < Tole <= |[[f(a+tho)— fla) —tDf(a) hollr <elt
ollE
ce qui signifie exactement que fa o est dérivable en 0 et que
d —
Pl Df(a) ho.
D’otu la proposition. O
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Placons nous maintenant dans le cas ol 'espace de départ E est R La notion de dérivées
partielles est liée au choix d’une base de I'espace de départ. Considérons (?j)lgjgn une base
de RY. On choisit en général la base canonique de RY. Les dérivées partielles de la fonction f
au point a relatives a la base (_> i)1<j<n sont les vecteurs L - g j de RV,

Soit h un vecteur de RV, On peut le décomposer dans la base (_>j)1§j§n en écrivant que

n

W= 1,
j=1
On a alors ;
Df(a)- 7 =S WDf(a)- 2. (6.1)
j=1

Ceci s’écrit souvent d'une maniere différente. Désignons par dz; la forme linéaire j-éme
coordonnée, c’est-a-~dire la forme linéaire définie par

(dz;, By = 1.

La famille (dzj)1<j<, ainsi définie est la base duale de la base (€ ;)1<j<n. La relation (6.1)
ci-dessus peut s’écrire alors

Z Df(a) - € ;(dzj, 7>. (6.2)

Introduisons la notation, qui sera utilisée dans toute la suite,

La relation (6.2) s’écrit alors

Placons nous maintenant dans le cas ot Pesapce d’arrivée F' est RM. On peut des lors
utiliser les matrices . Soient ( j)i<j<n et (€)i<i<m des bases de RY et RM. La matrice de
Iapplication linéaire D f(a) dans ces bases est la matrice de terme général

. afl
Al =
7 Oxj

(a),

ot f* désigne la jéme composante de f dans la base (€, i)1<i<n. Le j éme vecteur colonne de

0
la matrice D f(a) sont le vecteur dérivé partiel 8—f(a).

Zj
ATTENTION La notion de dérivées partielles n’a de sens qu’une fois effectué le choix d’une
base (?j)lgjg ~. La relation entre différentielle et dérivées partielles est tres analogue a celle
entre application linéaire et matrice.

Une remarque conclusive Comme le montre I'exemple suivant, posséder des dérivées
partielles est une propriété beaucoup plus faible que d’étre différentiable. Considérons la
fonction de R? dans R définie par

f@y) =y s @y)# 0,0 e f(0,0)=0.
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_>
Cette fonction admet au point (0,0) une dérivée suivant tout vecteur h o non nul. Pourtant,
cette fonction n’est pas différentiable en (0,0) car elle n’y est pas continue. Cependant, nous
avons le théoréme suivant:

Théoréme 6.2.2. Soit f une fonction d’un ouvert Q de RY dans (F,|| - ||r). Supposons que
la fonction f admette des dérivées partielles en tout point de €. Soit a un point de 2. Si les
dérivées partielles de f sont des fonctions continues de €2, alors la fonction f est différentiable
en a.

Démonstration. Elle nécessite 1'inégalité des accroissements finis qui sera 'objet de la sec-
tion 6.4. Elle sera faite en détail page 69. O

6.3 Composition d’applications différentiables

Le résultat principal de cette section est le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 6.3.1. Soient f une application d’un ouvert 2 d’un espace normé F dans un
ouvert Q' d’un espace normé F et g une application de €)' dans un espace normé G et a un
point de Q. Si f est différentiable au point a et si g est différentiable au point f(a), alors
Papplication g o f est différentiable au point a et 'on a

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Avant de démontrer ce théoreme, faisons quelques commentaires a son propos. La notion
de fonction différentiable en un point peut étre comprise de la maniere suivante: une fonction
différentiable en un point est une fonction qui est bien approximée preés de ce point par
une (unique) application linéaire. Ainsi donc, le théoreéme ci-dessus affirme que, si deux
fonctions possedent cette propriété, leur composée aussi et 'approximation de la composée
est la composée des approximations, ce qui ne doit pas surprendre.

Démonstration du théoréme 6.5.1. Posons

Aa(B) ¥ g(fla+ 1)) — g(f(a) — Dg(f(a)) - (Df(a)- .
Ecrivons alors que A (7) A(l)(ﬁ) + Aﬁf)(ﬁ)) avec
ADHY % g(f(a+ B)) - g(f(a) — Dg(f(@))(fla+ B) — f(a) et
ADH) € Dg(f@)(fla+ B) = f(a) - Df(a) - 7).

Soit € un réel positif quelconque. Il existe un réel aq strictement positif tel que

%
el hlle .
2IDg(f(a)llz(riay + 2

B lls < a0 = ||f(a+ ) - f(a) — Df(a)- T ||, <

Par définition de A(Q) na

— — €, =

Ih )5 < a0 = A (h)]e < LIS (6.3)
La fonction g étant différentiable en f(a), il existe un réel strictement positif 5 tel que

_>
A®le
2D (@) e + 2

1%llr < 8= llg(f(a) + &) — g(f(a) — Dg(f(a))- % |lc < (6.4)
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La fonction f étant différentiable, il existe un réel strictement positif oy tel que
- - -
[hlle <ar=|If(a+ h) = fla)llr < ([Df(a)lEr + DI R le-
On déduit alors de (6.3) que

B
IDf(a)llzer) +1

D’ou le théoréme. O

— , — —
1%l < min{ag, o, } = 12(B)lle < el Re.

Théoréme 6.3.2. Soient FE et F' deux espaces normés et f un homéomorphisme entre deux
ouverts {11 et o de E et F' respectivement. Soit a un point de ;. Si la fonction f est
différentiable au point a et si D f(a) est une application linéaire inversible de E dans F', alors
la fonction réciproque f~' I'est au point f(a) et I'on a

Df~!(f(a)) = (Df)}(a).

Démonstration. Ce théoreme est tres lié au théoreme de composition. Remarquons que si f~!
est différentiable en f(a) alors, comme f~! o f = Idg, on a nécessairement

D(f~")(f(a)) o Df(a) =1dp.

Posons
—r, déf

_ —
g(h) = (Df(a) " (fla+ k) — f(a)).
Remarquons que g est un homéomorphisme d’un voisinage de 0 dans E sur un voisinage de 0,

que d’apres le théoreme 6.3.1, g est une fonction différentiable en 0 et sa différentielle en ce
point est Idg. De plus, les fonctions f~! et g~! sont liées par les relations

@) =a+ g (DF @) - fa) et g (K)=F"'(f(a) + Df(a)- k) —a

Toujours d’apres le théoreme de composition, on est ramené a démontrer le théoreme dans le
casou E=F,a= f(a) =0et Df(a) =1dg, c’est-a -dire que

— o = —
Ve, Ja/ |kllg<a=|l¢g7 (k) - K|g<e|k|E. (6.5)
Pour ce faire, observons tout d’abord qu’il existe un réel ag tel que
— - = 1,—
I lle < ao=llg(h) = hlE <l e

—
L’inégalité triangulaire assure que, pour tout h dans la boule B(0,ap) on a

1 - — 3,=
SR s < llg()ls < 517 (6.6)
Comme la fonction g est différentiable en 0 et que sa différentielle en ce point est Idg, on a

— N £,
Ve, Ja>0, [hlp <a=llg(h) = ke <l hlE.

— —
Si « est choisi assez petit, on peut appliquer cette inégalité avec h = g~!( k). Il vient alors,

d’apres (6.6),
L = £, 1, —
ve, 3a>0, g (F)lle<a= |k —g (k)< lg™" (F)lp <el klle
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En utilisant & nouveau (6.6), on a
o

IR
S = g (Bl < o

%
Ik lle <
Ainsi donc, on a R . R R
@ _
Ikle <5 =1k -9 (ke <elklp

et le théoreme est démontré. O

6.4 L’inégalité des accroissements finis

Commencgons par rappeler des résultats et des démonstrations tres classiques. Nous allons
maintenant supposer que I’espace vectoriel normé d’arrivée est R.

Théoréme 6.4.1. Soit f un fonction dérivable d’un intervalle I =]a,b[ de R a valeurs dans R,
continue sur [a,b]. On suppose que f(a) = f(b). Alors, il existe un point ¢ de l'intervalle I
tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Si la fonction f est constante, il n’y a rien & démontrer. Si f n’est pas
constante, comme f est continue sur l'intervalle compact [a, b], il existe un point ¢ de I ou f
atteint son maximum ou son minimum. La dérivée est nulle en ce point. D’ou le théoreme. O

Corollaire 6.4.2. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] de R et dérivable
sur ]a, b[. Alors il existe ¢ dans |a, b] tel que

) f(b) — f(a)
f (C) - b —a
Démonstration. Considérons la fonction
déf f(b) — f(a)

9(t) = ft) = fla) = (t—a).

b—a
La fonction g est continue [a, b] et dérivable sur |a, b] et 'on a

f(b) = fla)

g0 =rn- 10

De plus g(a) = g(b) = 0. Donc il existe un ¢ de lintervalle Ja, b[ tel que ¢’(¢) = 0. Dol le
corollaire. O

Remarquons que ce corollaire entraine I'inégalité suivante: si la dérivée de f est bornée
sur |a, b], alors

£(0) = f(a)] < sup [f'()](b—a). (6.7)

t€]a,b|

C’est cette inégalité qui se généralise pour les fonctions a valeurs dans un espace vectoriel
normé quelconque.

Théoréme 6.4.3. Soit f (resp. g) une fonction continue d’intervalle [a,b] de R a valeurs dans
un espace normé (F, || - ||r) (resp. R). Supposons que f et g soient dérivables sur ]a,b| et que

vt €la, b, [If')lr < g'(t).

Alors, on a

1£(6) = f(a)llr < g(b) — g(a).
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Démonstration. Soit € un réel strictement positif. On pose
déf

pe(t) = If(t) = fa)llr — (9(t) — g(a)) —&(t —a) —e.
C’est un fonction continue de [a,b] dans R. Soit J. 'ensemble des ¢ de [a,b] tels que, pour
tout t' < t, . soit négative. La fonction ¢, étant continue, 'ensemble J. est fermé. (Exercice:
démontrez-le!). Il est non vide car ¢.(a) = —e. La fonction ¢, étant continue, il existe un
réel strictement positif a. tel que, pour tout ¢ dans [a,a + acl, on ait p-(t) < 0. Soit ¢y un
élément de J. \ {a}. Les fonctions f et g sont dérivables en ¢y. Il existe donc un réel 7. tel
que
g(t) —g(to) €

g
LS G0l + 5 et g () < T

Vt € [to, to + nel, }f(ti:{o(t())u 2 t—to 92

Comme ¢ > g et que par hypothese, ||f'(t)||r < ¢'(t) on a

Vt € [to, to +mel, 1f(t) — f(to)llr < g(t) — g(to) + (t — to). (6.8)

Grace a I'inégalité triangulaire, écrivons que, pour tout ¢ de [to, o + 7¢[, on a

ee(t) = [Ift) = f(a)llr—(9(t) — g(a)) —e(t —a) —¢
< @) = L Eo)lle + [1f (o) — fla)llF — (g(t) — g(to))
— (g(to) — g(a)) —e(t —to) —e(to —a) —e.

Par définition de ¢., on a

p=(t) < |f(&) = Ilf(to)llr = (9(t) = g(to)) — e(t — to) + ¢=(to)-
< @) = [1f (o)llr — (9(t) — g(to)) — e(t = to)-
D’apres (6.8), il vient ¢.(t) < 0 et ce pour tout t dans [tg,ty + n-[. Comme par définition

de Je, Jto — 1, to] N [a, b] est inclus dans J., J. est ouvert. Comme il est non vide, J. = [a, b]
et donc, pour tout réel strictement positif €, on a

1£(0) = f(a)llF < g(b) —g(a) —e(b—a) —e.
En passant a la limite lorsque € tend vers 0, on conclut la démonstration du théoreme. O

Théoréme 6.4.4. Soit f une fonction différentiable sur un ouvert ) d’un espace normé E a
valeurs dans un espace normé F'. Soient a et b deux points de ) tels que le segment [a, b] soit
inclus dans (2, c’est-a-dire que, pour tout t dans [0, 1], le point (1 — t)a + tb est dans Q. On a
alors

1f(6) = fa)llp < sup [Df((1—t)a+tb)llzerllb—alle
t€(0,1]

Démonstration. Elle repose sur I'inégalité des accroisements finis pour les fonctions d’une
variable. Considérons en effet la fonction F, ; définie de I'intervalle [0, 1] dans RY par

t— fla+t(b—a)).

D’apres la proposition 6.2.1, cette fonction est dérivable et sa dérivée au point ¢ vaut D f(a +
t(b—a)) - (b—a). Donc l'inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une variable
réelle implique que l'on a

1Fap(1) = Fap(0)[| < sup [[Fg,(8)]-
t€[0,1]

Mais, comme Fy ,(t) = Df(a+t(b—a)) - (b— a), le théoréme est démontré. 0
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Cette inégalité est d’application tres fréquente, et pas seulement dans ce cours. Donnons
en tout de suite une application.

Théoréme 6.4.5. Soit f une fonction d’un ouvert Q de RY dans F. Supposons que la
fonction f admette des dérivées partielles en tout point de 2. Soit a un point de 2. Si les
dérivées partielles de f sont des fonctions continues de 2, alors la fonction f est différentiable
en q.

- - -
Démonstration. Si h = (hy,--- ,hy), on pose hg = 0 et pour j dans {1,---N}, h; =
(h1,---hj,0;---0). On a alors

fla+ )~ fla) - af< o= 3 (fta+ T~ st By — L amy)
R A 7 7V By
Pour j dans {1,--- N}, introduisons la fonction
0i(0) = Fla (R = T ja) + Tgn) — - (a)hy.
J

%
La fonction g;, pour || || assez petit dérivable sur I'intervalle | — 1,1[ est dérivable et 'on a
af - = af
(0 = (5 (a+ t(h 5= s )h
g]() 8xj(a+ ( J J 1) — a%() J
Le théoreme 6.4.3 implique que

ﬁj_—> of

g (1) = g; ()l < sup i) = gy @) I

(a+1(
teo1H8$J

e . Of , : e
La dérivée partielle ——— étant continue en a, pour tout ¢ strictement positif, il existe « tel

8:1:j
%
que, si || b || < «, alors

g =7
vt €10, 1[]lg; (1) = g; (O)l[F < [ 7 [l

Comme
N

fla+B) = fla) =3 g;(1) — g;(0),

=1
le théoréme est démontré. O

On peut donner une version légerement raffinée du théoreme 6.4.4.

Proposition 6.4.6. Sous les hypothéses du théoreme 6.4.4 ci-dessus, on a

1f(b) = f(a) = Df(a) - (b—a)l[r < ot IDf((1 = t)a+1tb) = Df(a)lleiemllb — alle

Démonstration. Elle est tres voisine de celle du théoreme ci-dessus. Soit g, p la fonction définie
par
déf
Jap(t) = fla+t(b—a)) = f(a) —tDf(a) - (b—a).
Comme g,(0) =0 et gop(1) = f(b) — f(a) = Df(a) - (b—a) et
9ap(t) = Df(a+t(b—a))-(b—a)—Df(a) (b—a)

on a le résultat en appliquant l'inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une
variable réelle.
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L’inégalité ci-dessus est évidemment plus intéressante lorsque la quantité

sup ||Df((1 —t)a+1tb) — Df(a)llzm;r)
te(0,1]

est petite quand le point b est proche du point a. Ceci sera notamment le cas si ’application
qui & x associe la différentielle de f au point x est continue au point a. D’ou la définition
suivante.

Définition 6.4.7. Soit () un ouvert d’un espace normé FE et f une fonction de ) dans un
espace normé F. On dit que la fonction f est de classe C'! sur ) si et seulement si la fonction f
est différentiable en tout point de ) et si 'application D f définie par

Q — L(E;F)
Df{ x — Df(x)

est continue en tout point de §2.
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Chapitre 7

Les différentielles d’ordre supérieur

7.1 Différentielle d’ordre deux: une premiere définition

On s’intéresse dans cette section aux propriétés de 'application D f apparue dans la défini-
tion 6.4.7 page 70 du chapitre précédent. On se place dans le cadre suivant. On considere une
application f différentiable sur un ouvert 2 d’un espace normé E & valeurs dans un espace
normé F.

Définition 7.1.1. On dit que la fonction f est deux fois différentiable en un point a de
Pouvert () si elle est différentiable sur §2 et si et seulement si la fonction D f définie par

Q — L(E;F)
Df{ x +— Df(x)

est différentiable en a.

Derriere la simplicité de cette définition se cache une petite difficulté. La différentielle
de Df en a est une application linéaire de E dans l'espace L(FE; F) des applications linéaires
continues de F dans F. Comme nous allons le voir, il sera plus commode de voir un tel objet
comme une application bilinéaire. Ceci nous amene a définir la notion d’application bilinéaire
et plus généralement la notion d’application multilinéaire continue et d’étudier la continuité
des applications bilinéaires comme nous avons étudié celle des applications linéaires au cours
du chapitre 5.

7.2 Applications multilinéaires continues

Commencgons par rappeler la définition d’une application multilinéaire.

Définition 7.2.1. Soit (Ej)1<j<n une famille de N espaces vectoriels. Soit F' un espace
vectoriel. Une application f de E7 x --- x Exn dans F est dite N-linéaire si et seulement si,

pour tout (x1,--- ,xn) de Ey X -+ X En, pour tout j, application
{ Ej — F
X — f(l‘la"'axjflamvl‘jJrl)'“7:EN)

est linéaire.

Exemples Nous allons maintenant donner quelques exemples d’applications multilinéaires
continues.
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e L’application de (R™)Y dans R qui a (?1, e ,7]\/) associe det(?l, e ,?N) est une
application N-linéaire.

e Soient F et F deux espaces vectoriels. On considere Z(E , F) Pensemble des applications
linéaires de E dans F'. Alors

ExL(E,F) — F (7.1)
(h,A) — A(h) '
est une application bilinéaire.

e Soit (Ej)i<j<n une famille d’espaces vectoriels, I’application

{E(EI;EW'”Z(EN—HEN) — L(E1, Ew)
(61’..- ;éNfl) —> EN—IO"'Ogl

est une application N — 1 linéaire.

e Soit X un ensemble, on considere F(X,R) l'ensemble des fonctions de X dans R.
L’application définie par

F(X;R) x F(X;R) — F(X;R)
(7.2)
(f.9) — fg:xz— f(z)g(x)
est une application bilinéraire.

La continuité des applications multlinéaires est décrite par le théoréeme suivant.
Théoréeme 7.2.2. Soient ((Ej,| - [|E;))1<j<n une famille de N espaces vectoriels normés
et (F,| - ||r) un espace vectoriel normé. Soit f une application N-linéaire de E1 X --- X En
dans F'. Cette application f est continue de E = E1 X --- X Ex muni de la norme

(s an)le = max ol
dans F' si et seulement si
sup [f(z1,s2n)|F < oo (7.3)
(@1, zn)lE<1
De plus, si f est continue de F1 X --- X En dans F, alors elle est lipschitztienne sur les

ensembles bornés de E1 x -+ X Ejy.

Démonstration. Si f est continue en 0 alors, il existe un réel « strictement positif tel que

ax llzille; < o= {1, 2n)lle <1
On utilise alors un argument d’homogénéité. Soit x = (1, ,zy) un élément non nul de £

a
tel que ||z|| g soit que 1. Alors 57 est de norme dans F strictement plus petite que a. Ainsi

donc o\ N
I, enlle < ()

Réciproquement, supposons 'inégalité (7.3). Remarquons tout d’abord que si f(x1, -+ ,zn)
est non nul, alors touts les x; sont non nuls, car pour chaque j,

Z; >—>f($17"' 1 Lj—1,Ljs Ljt1, " ,1’]\[)
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est linéaire. Soit donc (x = x1,--- ,zn) tel que f(z) soit non nul. On applique alors (7.3) &

(7o )
flle " Tenls

qui est visiblement un élément de E de norme plus petite que 1. La N-linéarité de f permet
alors d’écrire

N
[ f(z1,, zn]lF < sup 1f (@, an)lle < T ez, (7.4)
j=1

(1, zn) [ E<1

Sih = (hi,---,hy) on pose hgy 40 et pour j dans {1, - ,N},ﬁj d:éf(hl,--~ ,hj,0---,0).
On a alors, pour un zx fixé dans F,

N

fla+h) = f(z) =" flz+hj) = fz+hj)

J=1

L’inégalité (7.3) implique que, pour tout j de {1,---, N}, on a

_ B Jj—1 N
1£@+hy) = f@+hi-0)le < C(TT o+ hell, ) 1A e, ( TT llzwls, )-

k=1 k=j+1
On peut supposer que ||h||g < 1. Ainsi donc, on a, pour tout j de {1,--- , N},
1f(z +hy) = f(z+hj-1)|p < Collhjlle,
Par sommation sur j, on en déduit que

[f(x+h) = f@)lr < Cullhlle
et le théoréme est démontré. O

De méme que pour les applications linéaires, lorsque les espaces E; sont de dimension
finie, toutes les applications multilinéaires sont continues.

Théoréme 7.2.3. Soient (Ej)i<j<ny une suite d’espaces vectoriels de dimension finie (et
I'on pose dimFE; = M; et F' un espace vectoriel normé. Alors toute application N-linéaire
de E1 x --- x En dans F' est continue.

Démonstration. Comme dans la démonstration concernant les applications linéaires, nous
allons choisir des normes particulieres sur les espaces E;. Soient B; = (?k,j)lgkg N; une base
de E;. On pose pour ?j dans £},
déf
17 lle;, = sup okl
1<k<N;

ou les (xk,j)lgkg N; sont les coordonnées de ?j dans la base B;. L’application de E; dans F'
définit par

xy — f(r1,22, - ,TN)
est une application linéaire de I'espace vectoriel de dimension finie £y dans F'. On peut donc
plui appliquer l'inégalité (5.3), ce qui assure que

Ny
1f (@, w2, en) e < loalle, D IF(Eras a2, 2n)| e (7.5)
k=1
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Par une récurrence omise, on démontre que

N
e e < (TTels) (5 1520 Zamle)
j=1

(kj)i<j<n
1<k;<M;

D’ou le théoréme. O

Donnons maintenant quelques exemples d’applications bilinéaires continues dans des es-
paces de dimension infinie.

e Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés. Alors

LE,F)xE — F
{ (hA) s An) (7.6)

est une application bilinéaire continue.
e Soit (Ej)i1<j<n une famille d’espaces vectoriels, I’application

{ £(E1;E2) X ~£(EN_1;EN) — ﬁ(El,EN)
(b1, ,IN—1) — In_10---0(

est une application IV — 1 linéaire continue.

e Soit X un ensemble B(X, R) I’ensemble des fonctions bornées de X dans R. L’application
définie par

{ F(X;R) x F(X;R) — F(X;R) (77)
(f.9) — fg:x = f(z)g()
est une application bilinéraire.
Théoréme 7.2.4. Soient ((Ej, ||-||;))1<j<n une famille d’espaces vectoriels normés et (F, ||-||)

un espace vectoriel normé. On désigne par L(E; x - -- x En; F') 'ensemble des applications N -
linéaires continues. C’est un espace normé pour la norme

déf

1fllz(E xxBniF) = sup 1f(z1,- zn)llF
l(z1, zn)lE<1
et si I'espace (F|| - ||r) est de Banach, alors (L(E1 X -+ X En; F), || - | (B x-.xEy;F) 1'€St
aussi.

Démonstration. Si ||flz(g, x..xEy;7) = 0, alors on, pour tout famille (z;)1<j<n telle que,
pour tout j, x; # 0,

f( i S\ ) —0

21 2, [EFNg[Fo

et donc, par multilinéarité, f(z1, -+ ,zn) = 0. Ainsi donc f = 0. La deuxiéme propriété de la
norme est évidente. Pour I'inégalité triangulaire, observons que, pour toute famille (z;)1<;<n,
tel que [|z;]|g; <1, on a, par définition de || - [| £z, x...x Ex:F)>

1(F+g)@s,-an)le < f(@nan)lle + llg(@, - an) e
< N flleExxByiF) TN (B xx BysF)-
La borne supérieure étant le plus petit des majorants on en déduit que
Hf + g||£(E1><-~~><EN;F) < HfHL(Elx-anN;F) + HgHE(E1><~~-><EN;F)-

D’ou le théoreme. O
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Nous allons maintenant démontrer que les applications multilinéaires continues sont diffé-
rentiables.

Proposition 7.2.5. Soit f une application N-linéaire continue de F = F1 X --- X E dans F'.

Alors, f est différentiable en tout point x = (x1,--- ,xy) de E et 'on a
— - al —
Df(mla‘uxN)(hl) ) hn) - Zf(xlv 7$j—17 hjvxj-i-la”' 7‘7:]\7)'
j=1
== —
Démonstration. Soient x = (z1,--- ,zny)et h = (h1,---, hy) et J une partie de {1,--- , N}.

On définit 'élement (z, 7)J de FE par

— — —
(, h)jj="h; si jeJ et (x, h)j;=uz; sinon.

Comme f est N-linéaire, on a

fat+®) = S (@)

N
= @)Y f@n e e+ S Fl(@ R )g)
j=1

cardJ>2

L’application f étant N-linéaire continue et comme |z| g = max lzjllg;, on a
<j<

i N—cardJ | 7 ||card.]
1f (2, R))le < Mlz|g= | 2 ]IE"
D’ou la proposition. O
Jointe au théoreme de dérivation composée, ceci donne le corollaire suivant:

Corollaire 7.2.6. Soient E, E1, Eo et F' quatre espaces normés. Soient B une application
bilinéaire continue de 1 x FEo dans F' et f; une application d’un ouvert €} de E dans E;
(pour j € {1,2}. Supposons que fi et fo soit différentiables en un point a de Q. Alors,
Papplication Byo définie sur ) par

z — B(fi(z), fa(x))

est différentiable en a et I'on a
— — —
DBis(a) - (h) = B(fi(a),Dfa(a)- ) + B(Dfi(a)- h, fa(a)).
Démonstration. L’application

F { Q — FE1 X Es

Ple — (), f(x)

est différentiable en a et P'on a DFis(a)(h) = (Dfi(a)(h),Dfa(a)(h)). Le théoreme de
composition assure alors le résultat. O

Remarquons que, lorsque F1; = Ey = R, ceci est la formule de Leibnitz de dérivation d’un
produit.
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On peut également déduire la proposition 7.2.5 disant que la composition de deux fonctions
deux fois différentiables est deux fois différentiable.

Proposition 7.2.7. Soient f une application d’un ouvert ¢} d’un espace normé E dans un
ouvert Q' d’un espace normé F et g une application de € dans un espace normé G et a un
point de ). On suppose que f est différentiable sur ) et deux fois différentiable en a et g est
différentiable sur ' t deux fois différentiable au point f(a), alors I'application g o f est deux
différentiable au point a.

Démonstration. 11 s’agit d’étudier 'application D(g o f) de Q dans L(E;G) qui d’apres la
théoreme de dérivation composée est définie par

x+— D(go f)(z) = Dgo f(x)Df(z).

L’application D f est différentaible en a. L’application (Dg) o f est diférentiable en a en tant
que composée de deux applications différentiables, I’application f et 'application Dg. Soit B
I'application biliénaire de L(F'; G) x L(E; F') définie par

B(la, £1) = lal5.

On a
Vz € Q, D(go f)(x) = B(Dg(f(z)), Df(x)).

Ainsi donc le théoreme de dérivation composée implique que cette application est différentiable
en a. D’ou le théoreme. O

Derriére la simplicité de la définition 7.1.1 se cache une petite difficulté. La différentielle
de Df en a est une application linéaire de E dans I'espace L(FE; F') des applications linéaires
continues de FE dans F. Comme nous le verrons dans la section 7.5, il est utile de voir la
différentielle seconde D(Df)(a) comme une application bilinéaire. Ceci est possible grace au
lemme suivant.

Lemme 7.2.8. Soient E et F' deux espaces vectoriels, on considére 'espace vectoriel Ba(E; F')
des applications bilinéaires continues de E x E dans F et Papplication I définie par

QL

—
h

L(E;L(E;F)) — Ba(E;F)
! ) AR

A — I(A) définie par I(A)(h, k)= A(h)(E).

L’application linéaire I est une bijection isométrique.

Démonstration. Démontrons tout d’abord que I est une isométrie. Par définition de la norme
sur Bo(E, F) et de I, on a

I1(A)|lgymry = sup  sup  |lA(
[T |e<1 |7 |p<t

Par définition de la norme sur £L(E, F'), on a

%
I (Mpaery = sup [ACR) e, p)-
I hlle<1

Par définition de la norme sur £(E, L(E, F)), on en deduit que
I (A)|ye,r) = 1Al (e cB,F)-
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Ainsi donc I est une isométrie. Elle est donc injective. Démontrons maintenant qu’elle est
surjective. Soit B un élément de B2(E; F'). On considere 1'élément A de L(E; L(E; F)) défini

par

ARYE) € B(R,E).

Visiblement, I(A) = B. D’ou la proposition. O

7.3 La différentielle seconde comme application bilinéaire con-
tinue

Nous pouvons maintenant définir la différentielle seconde de maniere plus souple.

Définition 7.3.1. Soit f une fonction d’un ouvert 2 d’un espace normé E & valeurs dans un
espace normé F' deux fois différentiable en un point a de 2. On appelle différentielle seconde
de f au point a et I'on note D?f(a) I'application bilinéaire I(D(Df)(a)).

Le théoreme suivant est tres important.

Théoréme 7.3.2. Soit f une fonction d’un ouvert ) d’un espace normé (E, ||cdot||g) dans
un espace normé (F,-||r) deux fois différentiable en un point a de Q. Alors I'application
bilinéaire D?f(a) est symétrique, c’est-a-dire que
- = N - =
WH . F) e ExE, D), %) = D*f(a)(F, ).

Démonstration. Elle utilise de maniere décisive I'inégalité des accroissements finis. Posons

7 dét - = — — ==

AR E) Y flat B+ F) + fl@) — flat B) = fa+ F) — (DDH@)(F))(R).
Supposons démontré que

ve>0,3a>0, [Elp+Fle<a= AR, F)lr <l s+ 1% )2 (78)
En permutant les réles de ﬁ et ? dans 'inégalité ci-dessus, on obtient que

- = - = — —
Ve >0, Ja >0, HA(h,k:)—A(k,h)HF<e(Hh||E+||k:||E)2.

Mais, on a - = - = -, = - =

A(h, k) =A(k, ) =D*f(a)(h)(k) = D*f(a)(k)(h).
Ainsi donc, on a

== —> —
Ve >0, 30> 0, [|D2(@)(B)(F) - D(@)(B) )|, < (B e+ 1% 1)
Nous allons maintenant appliquer un argume _)d’g)mogéné'ité. Pour tout ¢ strictement positif,
il existe un réel « tel que, pour tout couple (h, k) de vecteurs de E non identiquement nul,
on ait N N
1D2£(@)(H a)(K o) = D2 (@) (K o) (F o[ < (I all + % allz)

avec

- déf o ﬁ ot - déf ?

2([H)le + 1 l1e) 2(1 Kl +1% )

[



- =
Ceci implique que, pour tout €, pour tout couple (&, k) de vecteurs de E non identiquement

nul, on a N N N N
ID*f(a)(h) (k) = D f(a)(k (7)< 2e(| Plle + [ K ||)*.
En passant a la limite lorsque € tend vers 0, on trouve que

== - =
h

D?*f(a)(h)(k) = D*f(a)(k)(h)

et le théoreme est ainsi démontré pourvu que I’'on démontre maintenant 1’assertion (7.8). Pour
ce faire, introduisons la fonction g définie par

déf

o) E fla+ 1B +F)+ fla) = fla+th) —(DDf)a) K

).
Ona A(h,k)=g(1)—g(0). On a
W)

g(t)=Df(a+th + k)= Df(a+th)— (DD a)(E)(R).

La fonction Df étant différentiable en a, pour tout € strictement positif, il existe un réel
strictement positif a tel que, si | h||lg+ | k ||z < «, alors

IDf(a+th + &)~ Df(a) - DID@)ER + F)lemm < Tz + % 15).
Ceci implique en particulier que, si ||h||g < «, on a
IDf(a+tH) — Df(a) - DD @)t H) | ewm < (17 s+ % lp).
Par différence, il vient que, si Hﬁ)HE + H?”E < a, alors
IDf(@+tH + &) = Df(a+th) = D*f(@)(F) sy < e B Np+ 1K [12).
Par définition de g, on a alors que, si ||E>||E + H?HE < a,ona

— —
lg'®Ollr < el hlle+ 1k lE)*

L’inégalité des accroissements finis (voir théoreme 6.4.4) permet de conclure la démonstration.
O

7.4 Différentielles d’ordre 2: le lien avec les dérivées partielles

Comme dans le cas de l'ordre 1, on peut relier la notion de différentielle seconde avec la
variation de la fonction f dans une direction donnée.

Proposition 7.4.1. Soit f une fonction sur un ouvert Q) de E dans F qui est différentiable

sur 2 et 2 fois différentiable en un point a de 2, alors la fonction, si h est un vecteur de F,
il exsite un réel strictement positif agtel que la fonction fa 7 définie sur |ag, o[ par

_>
t— fla+th)
soit deux fois dérivable en a et l'on a

2
Ty = D (@) (7, )
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Démonstration. D’apres la proposition 6.2.1 page 63, la fonction ci-dessus est dérivable et
I'on a

d —
o aj(t):Df(athh)-h.

Toujours d’apres la propostion 6.2.1, on sait que l'application de ]ag, ag| dans L(E, F') est
dérivable en 0 et que

4 Df(a+1R) o = DDF)(a)-h

D’apres le lemme 7.2.8, on a
D+ () = DDA - H(D(DN(a) B -h=D*f@)(E.T). (19

D’otu la propostion. O
Définissons maintenant la notion de dérivée partielle seconde.
Définition 7.4.2. Soit (?7;)195” la base canonique de R . Soit f une fonction d’un ouvert €2

de RY dans RN admettant des dérivées partielles en tout point de Q. On définit les dérivées
partielles secondes en un point a par

2 P
of (a) d:eflirn1 <af(a+t?i) o (a)> :

8xi8xj t—0 t 890]- - 87333

La proposition suivante fait le lien entre dérivées partielle seconde et différentielle seconde.

Proposition 7.4.3. Soit f une fonction de deux différentiable en un point a d’un ouvert (2

de RY 4 valeurs dans RY. Alors on a
o0 f

(%ic‘)xj

(a) = D*f(a)(€i, ).

Démonstration. Pour démontrer cela, observons que, par définition de la dérivée partielle,
on a

%i_r}r(l)% <§i(a+t?¢) - ifj(@) = lim%(Df(a +1¢;)-€;— Df(a) €;).

Comme l'on a
%(Df(ajtt?i) 2~ Df(a)-?;) = (1(Df(a—|—t?i) —Df(a))> 25,

il en résulte que

Iim1 (af(a +t¢;) — af(a)) = 8Df(a) Y

t—0t \ Oz; Ox;j
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7.5 Allure locale des fonctions

La notion de différentielle seconde permet d’obtenir une meilleure approximation des fonctions.

Théoreme 7.5.1. Soit f une fonction sur un ouvert () de E dans F qui est différentiable
sur §2 et 2 fois différentiable en un point a de €); on a alors

— - =

h,h

flat R) ~ f(a) = Df(a)- B — 3 D*f(a)- (B, 1) = oa(T

)
TN g4 .
ott 09( h') désigne une fonction telle que
- - -
¥e>0, Ja/ b <a=>loz(h)]| < el h|*.
Démonstration. Soit F' la fonction définie sur un intervalle |ag, o[ par

F(t) = fla+th)— f(a)—tDf(a)- h — %t2D2f(a) HR).

D’apres la proposition 6.2.1 page 63, la fonction F est différentiable sur]aly, ap[ et 'on a
- = — - =
F'(t)y=Df(a+th) - h —Df(a)- h —tD*f(a)-(h, h)
D’apres la relation (7.9), la fonction F” est dérivable en 0 et F”/(0) = 0.IL existe donc 0

Théoréme 7.5.2. Soient f une fonction deux fois différentiable sur un ouvert ) d’un espace
vectoriel normé I & valeurs dans R et a un point de ). Supposons que le point a soit un
minimum (resp. un maximum) local de la fonction f, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert w
contenant a tel que, pour tout point x de w, on ait f(x) > f(a) (resp. f(z) < f(a)).
Alors Df(a) = 0.

_>
Démonstration. Soit h un vecteur de E. Par _(}iéﬁnition d’un ouvert, il existe un réel stric-
tement positif a tel que, si [t| < «, alors a + ¢t h appartient a w. Bien sir, le point 0 est un
minimum local de la fonction Fj, de [—«, o] dans R définie par

)f %
Fut) ¥ fla+th). (7.10)
Donc F/(0) = 0. Or, on gut bien que F!(t) = Df(a+th)- h. Ainsi donc, on a Df(a)- h = 0;
et ce pour tout vecteur h de E. D’ou le résultat. O

Lorsque f est deux fois différentientiable sur un ouvert €2 le théoréeme ci-dessus peut étre
raffiné comme suit.

Théoreme 7.5.3. Soient f une fonction différentiable sur un ouvert §) d’un espace vectoriel

normé E a valeurs dans R et a un point de ). Supposons que le point a soit un minimum
(resp. un maximum) local de la fonction f, alors on a

— — =

Df(a)=0 et Yh € E, D*f(a)(h, h

%

h

) >0 (resp. <0).

Démonstration. Soit h un vecteur de E. On utﬂiseEaL> fogc):tion F, définie par (7.10). Pour
tout ¢ de U'intervalle | — o, af, on a F.(t) = Df(a+th)- h. Comme la fonction f est deux

fois différentiable, la fonction F, est différentiable sur l'intervalle | — a, [ et 1'on a
- =
H,R).

Si a est un minimum local de la fonction f, 0 est un minimum local de la fonction Fy. On sait
que pour une fonction réelle F, d’une variable réelle deux fois dérivable qui a un minimum
local en 0 vérifie F/,(0) =0 et F/(0) > 0, ce qui assure le résultat. O

FI(t) = D*f(a+th)(

80



Nous allons démontrer maintenant une condition suffisante pour qu’un point soit un min-
imum (ou un maximum) local d’une fonction. A nouveau, dans le cas d'une fonction d’une
variable réelle, on sait bien qu’il suffit que la dérivée seconde soit strictement positive pour
un minimum (strictement négative pour un maximum).

N

Théoréme 7.5.4. Soient f une fonction deux fois différentiable sur un ouvert Q de RY &
valeurs dans R et a un point de ). Supposons que la différentielle de f au point a soit nulle
et que la différentielle seconde au point a soit définie positive (resp. définie négative). Alors
le point a est un minimum (resp. un maximum) local de la fonction f.

Démonstration. Elle utilise une formule de Taylor-Young a l’ordre deux, c’est-a-dire le théo-

reme 7.5.1. En effet, comme [ est deux fois différentiable en point a et que Df(a) = 0,
on a

— — = —

fla+ 1) = f(a) = D*f(a)- (h, h) = oao( ). (7.11)

%

La forme quadratique D?f(a) est supposée définie positive. Donc, pour tout vecteur h de la
sphere unité de RY, il existe D%f(a) - (h, h) est non nul. Nous sommes en dimension finie.
Donc la sphere unité est compacte. La forme quadratique D?f(a) est une fonction continue
strictement positive sur ce compact. Donc elle est atteint son minimum; ce minimum est donc
strictement positif. Il existe donc un réel strictement positif m tel que

— — - =

vh eRYN /||k| =1, D*f(a) (I, ) >m.
. e ’ A / . %

Nous allons mamtenint ughser un argument d’homogénéité. Soit h un vecteur non nul
de RY. Le vecteur || ||~* I est de norme 1. Donc

- =
) (Lot ) 2 m
Al IRl
) - = T :
d’ou il résulte que D“f(a) - (h, h) > m| h|*. L’inégalité triangulaire appliquée a (7.11)

implique que N o o
fla+ )= fla) =m| k|~ [loz( )]

Par définition de la fonction o9, il existe un réel strictement positif « tel que

— — m, —
Vh € B(0,a), loa(R)|l < I

%
Donc, pour tout vecteur h de la boule de centre 0 et de rayon «, on a
— m, —
flat h) = fla)= S h]*

D’ou le théoréme. O

Notation On désigne par Sa(E, F') 'espace vectoriel des applications bilinéaires symétriques,

c’est-a-dire des applications bilinéaires de E x E dans F' telles que, pour tout (71,72)
dans F x E on ait SN SN
A(h1, ho)=A(ho, hy).

Nous allons maintenant définir les applications de classe C2.

Définition 7.5.5. Soit f une application d’un ouvert €} de E dans F.
On dit que f est de classe C? sur € si et seulement si:
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e la fonction f soit deux fois différentiable en tout point de §2;
e D'application D?f définie par

{Q — S(E;F)
r — D?*f(x)

est continue en tout point de €.

Le théoreme 6.4.5 implique que les applications de classe C? sont caractérisées par le
théoreme suivant.

Théoréme 7.5.6. Soit f une application d’un ouvert Q de RY dans F. La fonction f est de
classe C? sur Q) si et seulement si elle admet des dérivées partielles d’ordre deux continues en
tout point de 2.

Nous allons maintenant donner deux autres résultats de type ”formule de Taylor”. La
premiere est l'inégalité de Taylor.

Théoreme 7.5.7. Soient f une fonction sur un ouvert §2 de E dans F qui est deux fois
différentiable sur €1, a de 2 et h un vecteur de E tel que

déf

[a,a—{—ﬁ] {a+tﬁ,t€[0,1]}

soit uinclus dans ). ALors, on a

— — 1 — —
|f(a+ ) = f(a) = Df(a) - hllr <3 e 17 1B1D? f(a +t h) | gy (x :)-
te|0,

Démonstration. Soit f - la fonction définie sur un intervalle |ag, g par

)

f, () = fla+th)— fla) = tDf(a) - B).

a,

D’apres la proposition 6.2.1 page 63, la fonction F' est différentiable sur]ag, ag[ et 'on a

f'>(t)=Df(a+1h) - ~Df(a)- 7

De plus, on a o
f'=(@t)=D*fla+th)-(h, k).

a, h

L’inégalité des accroissements finis telle qu’énoncer au théoréeme 6.4.3 implique que, pour
tout ¢ de [0, 1],

i —
17,5 ®lle <t sup [ KIBIDS (@t t7)exm
’ telo,

En appliquant a nouveau le théoreme 6.4.3 avec

1 — —
g(t) = 5t* sup || W |EID* fla+th)ls,mxmr)
te[0,1]

on conclue la démonstration du théoréme. O
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Nous allons donner maintenant la formule dit de Taylor avec reste integral pour des fonc-
tions a valeurs dans R.

Théoréme 7.5.8. Soit f une fonction de classe C**1 sur un ouvert Q de R & Valeurs dans R.
On consideére un point a de ) et un vecteur h de RV tels que le segment [a,a+ h] soit inclus
dans Q. On a alors

k 101 _ p\k
flat B E:@Df 7)<>+/ ( k,t) D" f(a+th)- B Dar,
: 0 :

— — —
ott h) désigne I’élément de (RN)¢ définie par (h,---, h

).

Démonstration. La démonstration de ce théoréeme suit une démarche analogue a celle du
théoreme 6.4.4. Définissons sur I'intervalle [0, 1] la fonction f - par

2% farin) -

a,

- . RO
=1

M»
¢

La fonction f 4 est de classe C*+1 sur lintervalle [0,1]. Comme la dérivée f-ieme de la
fonction

t»—>f(a+t7) est sz(a—i—tﬁ)-ﬁe.

Il en résulte que la dérivée ¢-ieme en 0 de f — est 0. La formule de Taylor avec reste intégral
pour les fonctions d’une variable dit que

a,

1 nk
fa-fz0= [ Bl o

D’ou le théoréme. O

7.6 Dérivées partielles d’ordre supérieur fonctions de classe C*

Définition 7.6.1. Soit f une fonction d’un ouvert Q de R a valeurs dans RY. On désigne
par (?i)lgign la base canonique de RY™. On suppose connu la notion de dérivée partielle
d’ordre k en un point a

ok f

().

Soit a un point de Q) admettant des dérivées partielles d’ordre k au voisinage de a. On dit
que f admet des dérivées partielles d’ordre k 4+ 1 en a, si les expressions définies par

K K K
o f (a) ¥ im 1 (w(a+t?ik+l) _ M(@)

8$i1 cee 8xik8xik+l t—)O t .- 81‘% 8:@1 cee 856%

Théoréme 7.6.2. Soient f une application d’un ouvert Q de R dans un ouvert Q' de RV
et g une application d’un ouvert ' dans RM et a un point de Q. Si f est k fois différentiable
au point a et si g est k fois différentiable au point f(a), alors 'application g o f est k fois
différentiable au point a. De méme, si f et g sont de classe C*, alors g o f I'est aussi.
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Démonstration. D’apres le théoreme 6.3.1, on a

D(go f) = ((Dg)o f)-Df

L’application D(go f) apparait donc comme le produit d’une fonction C* (la fonction Df) et
de la composée de deux fonctions C* (la fonction (Dg) o f). O

Théoréme 7.6.3. Soient f et g deux applications d’un ouvert ) de RY dans RN et B une
application bilinéaire de R x RY dans RM. Alors, I’application By 4 définie par

est k fois différentiable.

Ces deux théoremes se démontrent ensemble par récurrence. Pour k = 1, ces deux énoncés
ne sont rien d’autre que le théoréeme 6.3.1 et son corollaire 7.2.6. Supposons ces deux théorémes
vrais pour un entier k. D’ou le théoreme en appliquant les énoncés des théoremes 7.6.3 et 7.6.2
pour k. D’ou les énoncés pour k + 1.

Nous utiliserons le résultat suivant, qui est I’analogue de la proposition 6.2.1 page 63.

Proposition 7.6.4. Soient Q un ouvert de RN et f une_)app]ication de Q dans (F,|| - ||F) de
classe C* sur Q. Soient ag un réel strictement positif et h un vecteur non nul de RN tels que
le segment Ja — o h,a + g h [ soit inclus dans €. Alors application fa o définie par

]040,040[ — F
t s fla+tho)

est k fois dérivable en 0 et I'on a

d* —
ﬁfa,ﬁ\tzo = D (@) B .

Démonstration. Comme f est différentiable en a, on a

¥e>0,38>0/ |7 le<B=llflat i) - f(a)— Df(a)h|lp < ——

I hollz
. . 7’ . /7 % %
En appliquant cette inégalité avec h =t h o, on trouve que
B — —
ve>0,38>0/|t| < W <= |fla+tho)— fla) —tDf(a) holr <elt]
ollE
ce qui signifie exactement que fa e est dérivable en 0 et que
d —
&faﬁ)o\t:o = Df(a) ho.
D’ou la proposition. O

L’un des intéréts de ce concept de fonctions de classe CF est la démonstration de formules
d’approximation des fonctions ou d’inégalités connues sous le nom de formule (ou inégalité)
de Taylor. Nous ne donnnerons que ici que celles dont les hypotheses sont les plus simples et
I'usage le plus fréquent.
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Théoréme 7.6.5. Soit f une fonction de classe C**1 sur un ouvert Q de RY; on considére
un point a de € et un vecteur h de ) tels que le segment [a, ba + h] soit 1nclus dans ). On
a alors

k 1 k

1 1t

fla+ T = f@ + 30 70 @) B0+ [ U o ) B
=1" 0 :

oi KO désigne I'élément de (RN définie par (B, , i

).

Démonstration. La démonstration de ce théoreme suit une démarche analogue a celle du
théoreme 6.4.4. Définissons sur I'intervalle [0, 1] la fonction F; par

2% flartn) -

a,

Lyiptray. mO

E

Mw

/=1

La fonction F,; est de classe C**1 sur lintervalle [0,1]. Comme la dérivée (-ietme de la
fonction

t—=f —>(t) est sz(a—i—tﬁ)-ﬁe.

Il en résulte que la dérivée ¢-ieme en 0 de f — est 0. La formule de Taylor avec reste intégral
pour les fonctions d’une variable dit que

11— pk
fam= [ S0

D’ou le théoreme. O

Théoréme 7.6.6. Soit f une fonction sur un ouvert  de RY qui est k fois différentiable en
un point a de ); on a alors

k
fla+ h Z no n

)

= Ok(

N‘H

_>
ot oi( h) désigne une fonction telle que

— — —
Ve >0, 3a/ ||h] <a=[lop( )l <] K"

Théoréme 7.6.7. Soit f une fonction de classe C**1 sur un ouvert Q de RY; on considére

un point a de Q et un vecteur h de ) tels que le segment [a, ba + h] soit 1nclus dans Q. On
a alors

k41
Hf(b) Z ngz a)(f)H
Ib=al™ o 1D (0 + 16— a)) — DL f(a)|
- (n+1)! te[opll Sy

La démonstration de ces deux théoremes est exactement analogue a celle du théoreme 7.6.5;
nous la laissons au lecteur.
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Chapitre 8

L’inversion locale et les fonctions
implicites

8.1 Le théoreme d’inversion locale

La différentielle d’une fonction représente une approximation locale de cette fonction. C’est
une question naturelle que de se demander si des propriétés faciles a lire sur ’approximation se
transmettent a la fonction elle méme. Par exemple, supposons que la différentielle de f en un
point a soit inversible en tant qu’application linéaire. Est-ce que la fonction f sera inversible?
Remarquons que l'inversibilté de la diffefentielle en un point est une hypothese assez forte:
si les deux espaces sont de dimension finie, cela implique qu’elle est la méme. Lorsque la
dimension est infinie, c’est une hypothese forte. Dans la pratique, on a tres souvent £ = F.

Lorsque n = N = 1, il est assez facile de répondre a la question. En effet, si f est une
fonction C! de ]a, b[ dans R, I'inversibilité de la différentielle signifie que I’application dérivée
ne s’annulle pas. Un résultat classique de la théorie des fonctions d’une variable réelle dit que
cette application est une bijection de |a,b[ sur son image qui est alors un intervalle ouvert.
De plus, I'application réciproque est aussi de classe C.

En dimension supérieure ou égale a deux, la question est plus délicate et n’a de sens que
localement. Plus précisément, elle doit étre posée de la maniere suivante:

Existe-t-il deux ouverts Q; et Qy de R contenant respectivement a et f(a)
tels que f soit une bijection de €21 dans €27

La réponse a cette question est positive et est contenue dans le théoreme suivant. Ici, une
hypothese de dimension finie n’apporte aucune simplification dans la démonstration.

Théoréme 8.1.1. Soient ) un ouvert d’un espace de Banach E et fune application de
classe C' sur Q a valeurs dans un espace de Banach F. Considérons un point a de §)
tel que D f(a) soit un isomorphisme (c’est-a-dire une application linéaire continue inversible
d’inverse continue) entre les deux espaces de Banach E et F. Il existe alors deux ouverts {
et Qy de E et F respectivement contenant respectivement a et f(a) tels que f soit un C*-
difféomorphisme Q1 sur s, c’est-a-dire une bijection C' d’inverse C*)

Démonstration. Elle consiste dans un premier temps a se ramener au cas ou Df(a) est
l'identité, E = F et f(0) = 0. En effet, posons

-7, déf

9(B) ¥ D) (fla+ T) - f(a)).
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La fonction g est différentiable sur I'ouvert €2 a valeurs dans E en tant que composée de
fonctions différentiables et est de classe C! au point a en tant que composée d'une fonctions
de classe C! au point a et d’une fonction de classe C'' partout.

Calculons la différentielle de la fonction g au point 0. D’apres la théoreme de composition,
on a

Dg(0) = Df(a)™" - Df(a) = 1d.

Démontrons maintenant le lemme suivant:
Lemme 8.1.2. Soient Q un ouvert de RV et g une application de classe C* d’un ouvert
d’un espace de Banach E dans lui-méme. Si de plus

g(0) =0 et Dg(0)=1d,
on a alors, en posant g CEfg —1d
Ve >0, Ja/ V(z,y) € B(0,a) x B(0,a), [g(z) —g(y)|| <ellz—yll.

Démonstration. Pour démontrer ceci, appliquons l'inégalité des accroissements finis sous la
forme de la proposition 6.4.6. D’ou

V(z,y) € B(0,@) x B(0,a), [g(z) —g(y)| < o 1Dg(2) = 1d [ z(m) |z = w]l-
1S ,Q

Comme la fonction Dg est supposée continue en 0, pour tout réel strictement positif ¢, il
existe un réel strictement positif « tel que

V(z,y) € B(0,a) x B(0,a), [[g(z) —g(y)| < sup ellz—yl.
z€B(0,a)
D’ou le lemme. t

%
Remarque Lorsque ¢ est strictement plus petit que 1, pour tout h dans B(0,«), 'appli-
_>
h

cation Dg( h) appartient a B(Id, 1) et est donc inversible.

Poursuite de la démonstration du théoréme 8.1.1 Le théoreme de point fixe de Picard (voir
%
Théoreme 2.2.1) assure l'existence d’un réel strictement positif ag tel que, pour tout k&

%
de B¢(0,ap), ( la boule fermée), il existe un unique h de By(0, ag) tel que

o(W) =T +g(n)="%.

L’image de g continue donc B(0, o). De plus, pour tout

— — 3,2 =
lg(h1) —g(ha)le < §||h1 — hale

De plus, on a

%

— 1. —
ho)lle > 5” hyi— halE.

— N N S
lg(h1) —g(ho)lle > |h1— halle—[lg(h1) — '

Ainsi donc g est un homéomorphisme de é(O, ap) sur é(O, ap) ﬂgil(é(O, ap)). Vu que l'on a
- -
fla+ h)=fla)+Df(a)-g(h)

on en déduit que f est un homéomorphisme de €y sur 5 avec
déf [¢] _1 [e] [e]
0 ot B(0,00) N g (B0, a0)) et f(a) + Df(a)(B(O, a0)).
Grace a la remarque ci-dessus, on sait que, pour tout = dans €y, 'application Df(x) est
inversible. L’application du théoreme 8.1.5 conclue la démonstration. O
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Donnons maintenant un corollaire tres important de ce théoreme.

Corollaire 8.1.3. Soit f une application de classe C* d’un ouvert Q de RY dans RY telle
que, pour tout point x de 2, la différentielle de f au point x soit une application linéaire
inversible. L’ensemble f(2) est alors un ouvert.

Démonstration. Considérons un point y de f(€2) et démontrer qu'’il existe une boule de R
centrée en y et contenue dans f(2). Le théoréme d’inversion locale nous dit qu’il existe deux
ouverts Q1 et Oy de RY tels que {27 contienne ffl(y) et 9 contienne y et tel que f soit
une bijection de € sur Q. Ceci signifie qu'il existe une boule ouverte de R centrée en y
et incluse dans €s; cette boule est donc telle que, pour tout 3’ dans cette boule, il existe un
élément 2’ de Q; tel que f(a’) = ¢/; donc ’ensemble f(2) est ouvert. O

Nous allons maintenant introduire une des notions cruciales de ce cours: celle de difféo-
morphisme.

Définition 8.1.4. Soient k un entier supérieur ou égal a1 et f une application de classe C*d’un
ouvert Q de RY dans RY. On dit que f est un difféomorphisme de classe C* si et seulement
si

e lapplication f est injective;

e pour tout point x de I'ouvert €1, la différentielle de f au point x est une application
linéaire inversible;

e D'application réciproque f~! définie par

{f(Q) — 9
y > [THy) définie par f(f7H(y)) =y.

est une fonction de classe C*.

Cette définition appelle quelques commentaires. Tout d’abord, la troisieme assertion de la
définition ci-dessus n’a de sens que si ’ensemble f(€2) est un ouvert. Comme la différentielle
est inversible en tout point, c’est bien le cas d’apres le corollaire 8.1.3 ci-dessus.

Ensuite, cette troisieme assertion est en faite une conséquence du théoreme de composition.
En effet, nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 8.1.5. Soit f une fonction de classe C* d’un ouvert Q de RY dans RN qui est une
bijection sur son image et qui est telle qu’en tout point x de €, la différentielle de f en x soit
une application linéaire inversible; alors f~! I’application réciproque de f est de classe C* et
lon a

Df~Hy) = (DH (W)
Démonstration. Ce théoreme est tres lié au théoreme de composition et la démonstration
reprend les mémes idées. 1l suffit en fait de démontrer le lemme suivant

Pour démontrer I'intégralité du théoreme 8.1.5, il faut démontrer que si la fonction f est
de classe C*, alors la fonction D(f~!) I'est aussi. D’apres le lemme ?? ci-dessus,

D(f YY=InvoDfo f!,
ou Inv est I'application définie par

- { GL(RM) — GL(RY)

U — u_l,

ott GL(RY) désigne I’ensemble des applications linéaires inversibles de RY dans RY.
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Lemme 8.1.6. L’application Inv est de classe C* pour tout k.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, il suffit de se souvenir que ’application Inv est
différentiable et que
— —
D(Inv)(u) - h = —(Invu) o h o (Invu).

Une récurrence assure alors que si Inv est de classe C*, alors DInv aussi en tant que composée
de fonctions C*.

Concluons maintenant la démonstration du théoréme 8.1.5. Si f est de classe C*, sup-
posons démontré que I'application f~! est de classe C* avec ¢ < k — 1. L’application D(f -1
est alors une fonction de classe C¢ en tant que composée de fonctions de classe C¢, donc la
fonction f~! est de classe C**1; d’otl le théoreme. O

8.2 Le théoreme des fonctions implicites

Théoréme 8.2.1. Soient Q un ouvert de RY, p un entier compris entre 1 et N —1 et f une
fonction de classe C* de Q dans R™Y~P. On se donne des espaces vectoriels supplémentaires E
et F dans RY tels que la dimension de E soit égale a4 p. On considére un point (a,b) de E x F
tels que Xo = (a,b) € Q et f(Xo) = 0. et On suppose que Df(Xo)r est une application
linéaire bijective de F sur RV 7P,

Il existe alors un ouvert U de E contenant a et un ouvert w de ) contenant Xy et une
fonction g de classe C* sur U tels que

{(z,y) ew/ fz.y) =0} = {(z,9(x)), € U}.

Avant de démontrer ce théoreme, faisons quelques commentaires pour tacher de compren-
dre sa signification.

Supposons que f soit une application linéaire. Désignons respectivement par pg (resp. pr)
la projection sur E (resp. F') parallelement a F' (resp. E). Alors, on a

[ =fieope+ firopr.

Si application f restreinte a F est inversible, alors on a

f(z,y) =0+ firy = —fipz.

Lorsque N = 2 et p = 1, c’est particulierement simple a écrire car f(x,y) = ax + By.
L’hypothese sur f|p signifie simplement que 8 # 0. Dans ce cas bien sir,

fla,y) =0y =—u

B

Démonstration du théoréme 8.2.1. Elle consiste a se ramener a appliquer le théoreme d’inversion
locale. Considérons pour cela ’application f; définie de la maniere suivante:

QO — ExRN»
d { () — (2 f(z.y)).

Il est clair que l'application f; est de classe C*. Calculons sa différentielle au point (a,b).
On a
ExF — ExRN?

Dfl(a7b>{ (ﬁ)’?) — (W,Df(a,b)w'ﬁ)‘i‘Df(a?b)\F'?)
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— =
Cette application est inversible. En effet, supposons que D fi(a,b)( h, k) = 0; cela implique
que
- - -
h =0 et Df(a,b)p- h +Df(a,b)p- k)=0.
- -
Il en résulte que h = 0 et donc que Df(a,b)|p- k = 0. Mais comme D f(a,b)|r est inversible,

%
on a k = 0. Donc, I'application D fi(a,b) est inversible. D’apres le théoréme d’inversion
locale, il existe deux ouverts €21 et € tels que fi soit un difféomorphisme de 21 sur Qo dont
on désigne par g; l'inverse. Posons alors

g(x) = g1(z,0).

Soit U P’ensemble des z de E tels qu'il existe un élément z de RV 77 tel que (z, z) € Q. Par
définition de g;, on a

{(z,y) € 2/ f(z,y) = 0} = {g1(2,0), (x,0) € o} = {(2,9(2)), x € U}.
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Chapitre 9

Les hypersurfaces de RY

9.1 Définitions des hypersurfaces de RY

Nous allons définir les hypersurfaces de RY comme étant localement, I'ensemble des zéros
d’une fonction réguliere dont la différentielle est non nulle. Cette hypothese sur la différentielle
est essentielle, car sans cette restriction, la définition que nous venons d’exposer est totalement
sans intérét du fait du théoreme suivant:

Définissons maintenant de maniere précise le concept d’hypersurface.

Définition 9.1.1. Soit S une partie de R et k un entier supérieur ou égal & 1; on dit que S
est une hypersurface C* de RY si et seulement si pour tout point xq de S, il existe un ouvert U
de RN contenant xq et une fonction f de classe C* sur w, & valeurs réelles telle que

e onait f~1(0)=5nNU,
e pour tout point x de SNU, on a Df(x) # 0.

Avant de poursuivre, donnons toute de suite un exemple tres simple, la sphére unité

euclidienne notée S" 1. C’est ’'ensemble des points x = (x1,--- ,z,) de RY tels que
n
2 2
lall? = a2 = 1.
j=1

Considérons I'ensemble w = RY \{0} et posons f(z) def |z|? — 1. Par définition de la spheére,

on a S" ! nw = f~1(0). De plus, d’aprés 'un des exemples donnés page 62, on a
- -
Df(x)- h =2(z|h).

Done, des que x # 0, la différentielle D f(x) est non nulle; donc les conditions de la définition
sont bien satisfaites.

Nous allons donner tout de suite une propriété d’invariance des hypersurfaces.

Proposition 9.1.2. Soit S une hypersurface C* incluse dans un ouvert Q de RN et x un C*
difféomorphisme de Q sur Q. L’ensemble x(S) est une hypersurface de V.

En effet, soit yo un point de x(S). Il existe un point zy de S tel que x(zo) = yo. Par
définition d’une hypersurface, il existe un ouvert w contenant zy et une fonction f de classe C*
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de w dans R tel que SNw = f~1(0). Posons ]?d:ef fox L. Cette fonction est une fonction

de classe C* sur Pouvert & % X(w). De plus, il est clair que x(S) N & = f~1(0). Enfin,
d’apres le théoreme de dérivation composé 6.3.1 et le théoreme de dérivation de l'application

réciproque 8.1.5, on a D f(yo) = Df(x0) - Dx(z0)~! qui est bien sr non nulle puisque D f(zq)
I'est et que 'application linéaire Dx(x¢)~! est inversible.

Nous allons maintenant donner une définition équivalente des hypersurfaces sous la forme
du théoréme suivant.

Théoréme 9.1.3. Soit S une partie de RY. Cette partie S est une hypersurface C* si
et seulement si pour tout point xq de S, il existe un ouvert w de RY contenant 0 et un
difféomorphisme ¢ de classe C* de w sur U, ouvert de RY contenant 0 tel que

p(SNw)=Un{yeRY [y, = 0}.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, supposons que, pour tout point zg de S, il existe
un ouvert w de RY contenant 0 et un difféomorphisme ¢ de classe C* de w sur U, ouvert de RY
contenant 0 tel que 'image de S N w par ¢ soit 'intersection de U avec 'hyperplan x; = 0.
Posons alors f = ¢!, la premiere composante de ¢ dans RY. 11 est clair que Papplication f
est de classe C* et que f~1(0) = S Nw. Comme Df(z) = Dy'(x), la forme linéaire D f(x)
apparait comme la premiére ligne de la matrice Dy(x), matrice qui est inversible puisque ¢
est supposé étre un difféomorphisme. Donc D f(x) # 0.

Réciproquement, soit S une hypersurface de RY et z¢ un point quelconque de S. On
considere 'ouvert w et I'application f donnée par la définition 9.1.1. On peut supposer sans
perte de généralité que

of

. (zo) # 0.

On considere alors 'application ¢ définie par

{Ca - RN
Pla = (fl@), (- x0))

ou II désigne la projection sur les N — 1 dernieres dernieres coordonnées, c’est-a-dire
H(xh e ;L'N) = (x2’ . xN)

Vérifions que Di(z¢) est inversible. En effet, la matrice de Dy(xg) (application linéaire de RY
dans RY dans la base canonique de R est

O f(xo) Opf(xo) -+ -+ Onflxo)
0 1 o -- 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Le fait que 01 f(xg) # 0 entraine que Dy(zp) est inversible. Le théoréme d’inversion locale
implique D'existence d’un ouvert w contenant xg (et inclus dans @) tel que I'application ¢
soit un difféomorphisme sur son image U = ¢(w). Par construction, le difféomorphisme ¢
transforme I’hypersurface S en un hyperplan et le théoréeme est démontré. O
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Cette procédure fondamentale est appelée redressement de I’hypersurface S.

Nous allons donner un exemple d’application de cette idée de redressement au travers de
la proposition suivante.

Proposition 9.1.4. Soit w un ouvert de R et f une fonction de classe C* sur w telle que,
pour tout point x, on ait
f(z) = 0= Df(z) #0.

Si g est une fonction de classe C* s’annulant sur I’hypersurface S it f710), il existe alors
une fonction g de classe C*¥~1 sur w telle que g = gf.

Démonstration. Nous n’allons démontrer cette proposition que localement. Soit un point xg
de S, considérons alors le difféfomorphisme ¢ et 'ouvert U construits a partir de f dans

la démonstration du théoreme 9.1.3. Posons gy det g o o . Cette fonction s’annulle sur

Iintersection de ’hyperplan d’équation y; = 0 avec U. En écrivant une formule de Taylor a
lordre 1, on a, lorsque y appartient a une boule ouverte de centre 0 incluse dans U,

1
dgu
gu (i, y2, - s Yn) = gu (0,92, ,yn) +y1/ Em (ty1, Y2, -+, yn)dt.
0

Comme la fonction gy est nulle sur y; =0, on a

1
_ ¢t [ Ogu
gu i yn) = ngu(y) avec  gu(yi, v, yn) = e (ty1,y2,- -+, yn)dt.
0

Vérifier que I’application § est de classe C*~! est un exercice que nous laissons au lecteur.
déf
Comme on a, en posant 7 (y) = 4,

g = guoey
= (gum)op
= (guop)(moyp)
~ ~ déf ~
= gof avec g = guoep.
D’ou la, proposition puisque 1’on sait que la composée de deux fonctions de classe C*~1 en est

une. 0

Il existe une autre fagon de voir les hypersurfaces; elle consiste a les voir localement comme
I'image par des applications suffisamment régulieres d’ouvert de RN,

Théoreéme 9.1.5. Soient S une partie de RN et k un entier supérieur ou égal 4 1; S est une
hypersurface si et seulement si pour tout point xo de S, il existe un ouvert Uy_; de RN™1
contenant 0, un voisinage ouvert w de xg et une fonction I' de classe C* de Uy_q dans RN
tels que:

e on ait '(Uy_1) = SNuw,
e la fonction I' soit injective sur 'ouvert Un_1,
e la fonction I'"! soit continue de S Nw sur Uy_1,

e pour tout point x de Un_1, la différentielle de I' au point x soit injective.
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Démonstration. Elle est présentée a titre culturel . Pour démontrer ce théoréeme, nous allons utiliser
la caractérisation des hypersurfaces donnée dans I’énoncé du théoreme 9.1.3. Soit z¢ un point de S
tel qu'il existe un ouvert Uy_; de RV~! contenant 0, un voisinage ouvert w de xg et une fonction I
de classe C* de Uy_; dans RY tels que I'image de I" soit S Nw, telle que la fonction I' soit injective
sur Pouvert Uy_;. Considérons un vecteur oy de RY n’appartenant pas a I'image de l'application
linéaire DT'(0) (qui est de rang au plus n — 1) et définissons alors ’application 1 par

1/){ RxUy_; — RV
(y1,y) ~— 1—‘(yl)'i‘y17o-

Par construction (U N{y; = 0}) C SNw. Pour démontrer I’égalité, nous allons procéder par con-
traposition. Nous allons démontrer que si il existe une suite (y/, )nen tendant vers 0 et une suite (Ap)nen
de réels non nuls telle que

lim F(y;) + )\n70 =29
n—oo

alors U'application linéaire DI'(0) n’est pas injective.
I est clair que la suite (A,)nen ci-dessus tend vers 0. Comme S NQ = I'(U,—1), il existe une
suite (y)/)nen telle que
T(y,) + A 0o = g(y).

Soit Py la projection sur ImDT'(0) par rapport & un supplémentaire contenant le vecteur 70, on a
Po(T(yp) —T(yy)) =0

Le fait que I'application I'"! soit continue de S Nw dans U,,_; implique la suite (y//)nen tend vers 0.
Par définition de la différentielle et comme les suites (y),)nen €t () )nen tendent vers 0, pour tout € > 0,
il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on ait

[DT(0)(yr, — yr )l < €llyn, — ynll-

Alors, pour tout £ > 0, il existe un ng tel que, pour tout n > ng, on ait

IDT(0) )| <& avec 2, % Hy" y””
Yn —

La suite (7n)neN est une suite de norme 1 de RV ~! , on peut donc en extraire une sous-suite convergente
vers un vecteur 7 de norme 1 tel que DF(O)? =0, ce qul implique que DI'0) n’est pas 1nject1ve
Comme DT'(0)est supposée injective, il existe un ouvert U de RY contenant 0 tel que l'on ait 1/)(U Ny =
0})=SNuw.

Calculons maintenant la différentielle de v au point 0, puis démontrons qu’elle est inversible. On a

- -
Dy(0)- h = Dy(0)- (h1, h')
_>
= DF(O) - h'+ hlﬁo.

Comme DI'(0) est une application linéaire injective de RN -1 dans RN, son image est un espace vectoriel
de dimension N — 1. Comme ¥ n’appartient pas & cet espace, 'image de D (0) est I’espace RY tout
entier. On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale en 0. Il existe ainsi un ouvert U
contenant 0, un ouvert w contenant xg tel que v soit difféomorphisme de U sur w

Réciproquement, supposons que pour tout point zo de S, il existe un ouvert w de RY contenant 0

et un diffSomorphisme ¢ de classe C* de w sur U, ouvert de RY contenant 0 tel que 'image de S Nw
par ¢ soit U N{y /y1 = 0}. On définit alors

déf _
Unr = {y eRY™1/(0,¢) e U}
Le lecteur vérifiera a titre d’exercice que U,,_1 est un ouvert de RY"L On pose alors

T(y') =¢ 0,y

L’application I' vérifie par construction les propriétés voulues, d’ou le théoreme. m|
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9.2 Espace tangent & une hypersurface de RY

Le but de cette section est la définition et I’étude de la notion de vecteurs tangents a une
hypersurface.

Définition 9.2.1. Soient S une hypersurface de RN et zo un point de S. On dit qu’un
vecteur U de RN est tangent a S au point xq si et seulement si il existe une fonction y définie
sur un intervalle ouvert I de R, contenant 0, de classe C' et telle que ’on ait:

e 'image de 0 par v est le point xg,
e la courbe v soit tracée sur S, c’est-a-dire que y(I) C S,

e e vecteur dérivé de v en 0 est .
On désigne par TS cet ensemble.

Proposition 9.2.2. Soit un point d’une hypersurface S de classe C* incluse dans un ouvert )
de RN et x un C* difféomorphisme de Q sur . Alors on a

Ty (2)X(5) = Dx(w0) (T, 5)-
Démonstration. Soit U un vecteur tangent & S au point zo. Par définition, il existe un
intervalle ouvert de R contenant 0 et une fonction 7 de classe C! de I dans S telle que I’on
ait

v(0) =zo et %(0)27

La courbe définie par ¥ det X o7 est une fonction de classe C! de I dans x(.9) telle que

50) = x(@o) et DXV () = Dy((0) 2 (0) = Dx(a0) T

ds ds
On a donc
Tx(xo)x(S) C Dx(x0)(Tx,S) et donc que DX(xo)_l(TX(xO)X(S>) C (T, S).

Appliquons maintenant I'inclusion de avec x~'. Il en résulte alors que
TxoS - DX(xO)il(Tx(mo)S)'
D’ou I'égalité. O
Cette propriété d’invariance est trés importante comme nous allons le voir tout de suite.

Théoréme 9.2.3. L’ensemble des vecteurs tangents a un point xog d’une hypersurface S est
un hyperplan de RY.

Démonstration. Nous allons utiliser la méthode du redressement. Soit f une application
de classe C'!' sur un voisinage ouvert w de zg tel que S Nw = f~1(0), on considere alors le
redressement ¢ utilisé dans la démonstration du théoreme 9.1.3. La proposition 9.2.2 ci-dessus
implique que

Ty S = Dip(x0) H(ToH).
Mais qu’est-ce que ToH? Soit @ un quelconque vecteur de I'hyperplan H, on considere la
courbe v définie par

v(s) € 57
sur Pintervalle | — a, af, le nombre réel a étant tel que la boule de centre 0 et de rayon al|w||
soit incluse dans U. Il est clair que v est une courbe tracée sur H et passant par 0 dont la

dérivée en 0 est W. Donc ToH = H. Ainsi donc Ty,S = Dgp(:vo)_lH. C’est donc un espace
vectoriel de dimension n — 1. O
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Nous allons maintenant donner deux manieres de calculer I’hyperplan tangent a une hy-
persurface de RY par le biais du théoréme suivant.

Théoréme 9.2.4. Soit xo un point d’une hypersurface S de classe C' de RY. Considérons
une fonction f de classe C' au voisinage de g telle que, au voisinage de xq, on ait S = f~1(0).
Alors

Ty, S = ker D f(zo).

Soient I' une fonction de classe C* de Un_1, voisinage ouvert de 0 dans RN dans RN et w
un ouvert de R™ contenant o tels que I soit injective, pour tout ' de Un_1, la différentielle
de T en 2’ soit injective, telle que T'(Uy_1) = S Nw et I'(0) = xg, alors

T, S =Im Dg(0)

Démonstration. Considérons un élément o de T,,S. Par définition, il existe une courbe
tracée sur S, passant par xg, telle que

dry B
E(O) =7

Mais, comme ~y est tracée sur S, on a fo~vy =0. On a donc
Df(xz) -V =0.
Ainsi donc avons nous démontré que
Ty, S C ker D f(xo).

Ces deux ensembles sont deux espaces vectoriels de méme dimension n—1; ils sont donc égaux.
Considérons maintenant un vecteur @ de RV ~1. on définit alors la courbe 7 par

[ 1-aa — RN!
i s,

ol a est tel que B(0,al|W|) € Ux_i. La courbe 5 def g o7 est une courbe tracée sur S,
passant par xg et tet que

D (0) = Dg(0) - @

ds
Donc, nous avons démontré 'inclusion de Im Dg(0) dans T,,S. A nouveau, ce sont deux
espaces vectoriels de méme dimension n — 1; ils sont donc égaux; d’ou le théoreme. O

Théoréme 9.2.5. Soit S une hypersurface de RY xR de classe C*. Soit (o, up) un point
de T tel que
T(xo,uo)s N{0} x R, = {0}.

II existe alors un ouvert Q de RV x R contenant (0, up), un ouvert w de RY et une fonction u
de classe C* sur w tels que
SNQ={(z,u(x)),x € w}.

Ce théoreme, qui n’est qu’'une formulation géométrique du théoreme des fonctions im-

plicites, signifie que si l'espace tangent & S au point (zg,up) ne contient pas de direction
Nfois

——
"verticale”, c’est-a-dire de directions du type (0,---,0,1), alors, cette hypersurface S est
localement le graphe d’une fonction.
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Démonstration du théoreme 9.2.5 Pour démontrer ce théoreme, considérons maintenant une
équation locale f de S. Comme l’espace tangent est le noyau de la différentielle de f, on
en déduit que 9, f est non nul. Le théoreme des fonctions implicites assure alors que S est
localement de la forme

{(z,u(x)),z € w}.

9.3 Extrema d’une fonction sur une hypersurface

Dans cette courte section, nous allons nous intéresser au probléeme suivant: comment trouver
les minima ou les maxima locaux de la restriction d’une fonction a une hypersurface?
Une condition nécesaire est donné par le théoréeme suivant:

Théoréme 9.3.1. Soient g une fonction de classe C* sur un ouvert Q de RN et S une
hypersurface de classe C* de Q. Considérons un point xq de S; si xy est un minimum (ou un
maximum local), alors

Dg(xo)|1,,5 = 0.

Démonstration. Pour démontrer cette propriété, supposons que le point zg est un minimum
local de la fonction g restreinte a S et considérons un vecteur o tangent a S au point zg. Par
définition, il existe alors une courbe ~ tracée sur .S, passant par xg et telle que

dy

—(0)="7

75 0)

Le point xg est un minimum local de la fonction g restreinte a S, donc, en particulier, le

point 0 est un minimum local de

t— go~.

Ainsi donc, on a
d(go7)
ds

Mais le théoreme de composition dit que

(0) = 0.

1920 0) = Dy(ao) - 7.

D’ou le théoréme. O

On peut en déduire tres facilement le corollaire suivant:

Corollaire 9.3.2. Soient g une fonction de classe C' sur un ouvert Q de RY et S une
hypersurface de classe C' de Q. Considérons un point xo de S et une fonction f de classe C!
sur un voisinage w de zg telle que S = f~(0) Nw; si x¢ est un minimum (ou un maximum
local), alors, il existe un réel Ay tel que

Dg(l’o) = )\UDf(l'o)

Remarque Le réel \y est parfois appelé mutiplicateur de Lagrange.

Nous allons illustrer I'intérét d’un tel résultat sur un exemple.
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Proposition 9.3.3. Soient S une hypersurface de R et (a,b) un couple de points de RN \S;
on considére alors la fonction g définie par

déf
g9(x) = [z —all + [lz = b],
ot || - || désigne la norme euclidienne sur RY. Si un point zo de S est un extremum local
de g|s, alors on a
To— a o —b n
€ (Ty,S)—.
oo —all * Teo o] € %)

Démonstration. 11 suffit d’observer que, en tout point z de R¥ \{a,b}, on a

o @—alB) (@—bR)

Dg(z)- h = :
lzo —all [z =]

Le fait que, pour tout ﬁ € Ty,S, on doit avoir Dg(z) - ﬁ = 0 donne immédiatement le
résultat. O
Remarques On peut ainsi établir les lois de la réflexion en partant du principe dit ”varia-
tionnel” qui soutient que tout mouvement se fait le long d’extremale d’une fontionnelle bien
choisie.

Nous allons maintenant étudier 1’équivalent de la proposition 7.5.4 dans le cadre de la
restriction a une hypersurface. Le résultat est le suivant.

Théoréme 9.3.4. Soient f une fonction C? d’un ouvert Q de RY et a un point d’une hyper-
suface S de classe C? de .

Si a est un minimum local, alors si g est une ’equation de S prés de a, il existe un réel X\
tel que

- =
Df(a) = AoDg(a) et VI €T,S, (D2f(a) — AoD?g(a))(T1, B) > 0.
Si g est une I'equation de S preés de a, et s’il existe un réel \g tel que

Df(a) = XoDgla) et VI €T,S, (D*f(a) — \Dg(a))(h, 1) > coll o ||,

alors a est un minimum local.

Remarque La quantité pertinente pour étudier la variation seconde de la restriction d’une
fonction f a une hypersurface n’est pas la restriction de la différentielle seconde a ’espace
tangent. Ceci est illustré par 'exemple suivant.

On considére sur R? la fonction

f(x1,x2) = x2 +1:% +x%

et les deux surfaces S; et Sy définies respectivement par g (w1, z2) = z2 — 22 et ga(z,y) =
x93 + 423, On a

Df((),())(hl, hg) = hg, D91 (0, O)(hl, hg) = DgQ(O, 0)(h1, h2) = hz et
DQf(Ov 0)((h17 h2)7 (hb hZ)) = h% + h%

Mais si (h1, h2) € S1,0ona f(h1, h) = 2z +x7 et si (z1,22) € Sz, on a f(zx1,r2) = —322+1627
et donc (0,0) est un minimum local de |5, et un maximum local de fs,
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Démonstration du théoreme 9.3.4 L’idée consiste a dire que, comme g g =0, on a
fis = (f = Xog)s-

Or D(f — Mog)(a) = 0 en tant que forme linéaire de RY. On utilise alors le théreme 9.1.5.
Soit T' une application de classe C? d'un ouvert U de RV~! dans RY donnée par le théo-
reme 9.1.5. Comme I' est un homéomorphisme de U sur S Nw (olt w est un ouvert de RY
inclus dans €, a est un minimum local de (f — )\og)‘ g si et seulement si 0 est un minimum

local de chﬁf (f — Xog) oT'. Comme, d’apres le théoréme de composition 6.3.1
Df(0) = D(f = Xog)(a) o DI'(0) = 0,

le lemme 7?7 implique que

D*(f)(a)- (B, k) = D*(f—Ag)a)- (DL(0)- H,DI(0)- k)
+D(f — Nog)(a)) - (D20(0) - (B, k)
= D2(f - Xog)(a) - (DT(0) - 7, DT(0) - ).

Le fait que DT'(0) soit un isomorphisme de RY~! sur 7, permet de conclure la démonstration
du théoreme. )

9.4 Un théoréeme sur les zéros d’une fonction réguliere

A titre culturel et tout & fait hors programme, pour montrer qu’il est nécessaire de faire des hypothéses
sur I’équation d’une hypersurface, nous présentons le théoreme suivant.

Théoréme 9.4.1 (de Whitney). Soit F une partie fermée de R . Il existe une fonction ¢ de classe C™
de RN dans R telle que F soit exactement I'ensemble des zéros de Ia fonction .

La démonstration de ce théoreme, dont 1’énoncé est un peu surprenant, n’est présentée ici qu’a
titre culturel et sa lecture peut étre omise sans inconvénient pour la suite du cours.

La construction de la fonction ¢ est assez explicite. On rappelle que la distance d’un point « a un
ensemble A, est définie par

déf .
d(z, A) = ggg d(z,a).
De plus, si ’ensemble A est fermé, alors x est élément de A si et seulement si la distance de = & A
est nulle. Désignons par F}, I’ensemble des points = de RY tels que la distance de x & F soit comprise
entre 2771 et 27P+2 lorsque p est un entier positif et par F_; I'ensemble des points z de RY & distance
plus grande 1 de F.

On considere alors la fonction caractéristique de Fj, que 'on note 1g, et on la régularise par
convolution. Pour ce faire, on considere une fonction x de classe C'°°, positive, d'intégrale 1 et qui est
nulle en dehors de la boule unité de RY (exercice : construire explicitement une telle fonction); on
pose alors
déf

pp(w) = 20 (2P2) 4 1, pour p > —1.

Nous allons démontrer que, si p est un entier positif, alors la fonction ¢, est nulle en dehors de
{x eRY / d(x,F,) € 27P[1/4,17/4]}

et que la fonction ¢, vaut 1 sur
F, ¥ e RY / d(e, F,) € 277[1,2]).
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Par définition de la convolution, on a

pp(z) = 20+2n /F (@2 — y))dy.

P

La fonction x étant positive, la fonction ¢, sera non nulle au point z uniquement s’il existe un point y
de F}, et un point z de la boule de centre 0 et de rayon 2= (P+2) tel que z = y+ 2. Soit alors Z un point
quelconque de F'. L’inégalité triangulaire implique que

ly =2l = llzll < [l = 2l < [l2ll + [ly — Z].
Comme z appartient & B(0,2~®*+2) on en déduit que
ly = 2l = 27# < Jlo — 2] <270+ 4 ||y - Z]].
La borne inférieure étant un minorant, on a
d(y, F) =270 < o — 2] < 270F) 4 ||y — Z]].
La borne inférieure étant le plus grand des minorants, on a
d(y, F) - 27" < d(e, F) <27 4 ||y - 7],

puis
d(y, F) — 2= % < d(z, F) < 272 4 d(y, F).

Comme y appartient & Fj,, on en déduit que
2~ (1) _ o=(r+2) < d(z, F) <2772 4 9—(p+2)

Donc si z est tel que ¢, (x) est non nul alors d(z, F) € 27P[1/4,17/4]. Supposons maintenant que x € f'p
et considérons un couple (y,z) € B(x,2~®+2) x F; on a alors

e =2l = llz = yll < lly = ZI| < llz = 2] + [l — yl.
Comme y appartient & B(z,2~+2), on en déduit que

lz — 2] = 27%*) < ly = 2] < ||l — 2| + 27 @
Par passages successifs a la borne inférieure, on obtient

d(z, F) — 2P+ < d(y, F) < d(z, F) + 2~ #+2),

Comme z est supposé appartenir & Fj,, on a

2? <1i> <d(y,F)< 2P <2+i>-

Donc y appartient a F), et donc, si x € Fp, on a

pola) =207 [ (43 =y = 1.

Il s’agit maintenant de recoller tout cela, c’est-a-dire de sommer les fonctions ¢, en les multipliant
par des coefficents convenables de telle sorte la somme de la série vérifie les propriétés voulues. Posons

Sod:éf Z e,z?(pp.

p=>—1

Il est clair que cette série est une série de fonctions normalement convergente dans I’espace Cb(RN; R).
Il s’agit maintenant de démontrer que la fonction ¢ vérifie les propriétés voulues. Tout d’abord, la
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fonction est nulle sur I’ensemble F' car pour tout p, la fonction ¢, est nulle sur F'. Considérons
maintenant un point z de RN n’appartenant & F'. Il existe un entier py tel que d(z, F) soit comprise
entre 2770 et 27Po+L: autrement dit, il existe un entier pg tel que x € Fj,,. Donc ¢, (z) vaut 1. Comme
toutes les fonctions ¢, sont positives, la fonction ¢ est bien strictement positive au point x.

Il nous reste a vérifier que la fonction ¢ est de classe C*°. On a

Dripp(x) = 20200 [ Dl (2042(2 — y)1(y)dy.
R

Mais la série de terme général e—2"2(P+2)k est convergente; d’otr le théoreme. O
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