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TD n°7. Différentielle seconde et extrema libres

1 Différentielle seconde et formule de Taylor

Exercice 1. Soient Fq, Fs et F' des espaces vectoriels normés et B : F; X Fs — F une application bilinéaire
continue. Montrer que B est de classe C? et déterminer la différentielle D?B.

Exercice 2. Soient E, F,G des espaces de Banach et f : E — F, g : F — G deux applications C?. Montrer
qu’en tout point x € F :

D*(go f)(w)(h, k) = D*g(f(x))(Df(x)(h), Df (x)(k)) + Dg(f(2))(D?f(x))(h, k).

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel normé et v : E — R"™ une application linéaire continue. On fixe a € R™
et on définit f : E — R par f(z) = ||lu(z) — al|3, Vo € E, ol la norme || - ||2 est la norme euclidienne sur R".
Montrer que f est deux fois différentiable et calculer D f(x) et D?f(z) pour tout = € E.
Exercice 4. Soient E et F deux espaces de Banach et f : E — F une application de classe C2.

a) Soit h € E et ¢p(x) = Df(x)(h). Justifier que

D? f(a)(k,h) = Dy (a)(k) pour tout k € E.

b) Supposons que, pour tous t € R et x € E, f(tx) = t2f(x). Montrer que D?f(0)(x,z) = 2f(x) pour tout
e kb

¢) Soit a,h, k € E et soit ¢ : R — F définie par ¢(t, s) = f(a + th + sk). Calculer 222 (0,0).

Exercice 5. Ecrire la formule de Taylor-Young
a) & l'ordre deux pour une fonction de trois variables;
b) & lordre trois pour une fonction de deux variables;
c¢) a lordre treize en (0,0) pour f(z,y) = vy° + 23y — 22 + 4.
Exercice 6. Soit E un espace vectoriel normé et f : E — R une fonction de classe C? sur E telle que
Vee E, f(xz)>0.

On suppose qu'il existe M > 0 tel que
Vo€ B, |D2f(2)] < M.

a) Montrer quesih € Fet \€ R, on a:
Ve e E, 0< f(z)+ADf(z)-h+ 2 M|h|?2.
Indication : appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a f entre x et x + \h.
b) En déduire que |Df(z)|| < /2M f(x).
Exercice 7. Identité de Jacobi. Soient v, w € C?(Q, E), ou Q est un ouvert d’un espace de Banach E.

a) Montrer que I'application
2 — Dw()(v(x)) — Du(a)(w(x))

est de classe C* sur €. Dans la suite on la note [v,w] (c’est le crochet de Lie de v et w).
b) Siwu e C?(Q,E), on définit ¢(u,v,w) par

¢(u, v, w) = D*u(z)(w(z),v(z)) — Do(z)(Du(z)w()) — Dw(z)(Du(z)v(z)).

Montrer que ceci définit ¢ comme une application tri-linéaire sur 'espace C?(Q, E), symétrique en (v, w).

c) Exprimer [[u,v],w] & laide de ¢(u,v,w) et ¢(v,u,w) et en déduire I'identité de Jacobi :

[[u, 1)]711}] + [[v,w], u] + [[w,u]m] =0.



2 Points extrémaux

Exercice 8. Soit f une fonction d’un espace normé E dans R et soit xg € F.

a)

b)

)
)

Démontrer que si f est différentiable en zy et posséde en xy un extremum local, alors la différentielle
Df(xo) est nulle.

Démontrer que si f admet une différentielle seconde en zy et admet en xy un minimum local, alors
Df(xg) =0 et D?f(xq) est une forme bilinéaire positive, c’est-a-dire qu’elle vérifie

D?f(z0)(h,h) >0, Vh € E.

Que peut-on dire avec les mémes hypotheses sur f si zg est un maximum local ?

Que peut-on dire sur D?f(zq) si xg est un extremum local strict?

Exercice 9. Soit F un espace normé de dimension finie et soit f une fonction de E dans R deux fois différentiable
en zo € E. On suppose que Df(zg) = 0 et que D?f(x() est définie positive, c’est-a-dire qu’elle vérifie

D?f(xo)(h,h) > 0, Vh € E~ {0}.

Démontrer que g est un minimum local strict. Que peut-on dire si D2 f(zg) est définie négative ?

Exercice 10. Existence de points critiques par compacité. Soit F un espace normé de dimension finie,
soit B sa boule unité ouverte.

a)

)

Soit f une fonction continue de B dans R, constante sur la sphére unité S de E. On suppose que f est
différentiable dans B. Démontrer que I’équation

Df(x)=0

admet une solution dans B. Ce résultat généralise le théoreme de Rolle au cas ou 'espace de départ est
un espace vectoriel normé de dimension finie.

Soit f une fonction continue de B dans R et on suppose qu’il existe une forme linéaire o et un réel a tels
que pour tout x € S, f(z) = a + a(x). On suppose que f est différentiable dans B. Démontrer que, pour
tous ¢ € F,

Df(z) =a.

Ce résultat généralise I’égalité des accroissements finis au cas ou l'espace de départ est un espace vectoriel
normé de dimension finie, expliquer pourquoi.

Peut-on généraliser le théoreme de Rolle au cas ou ’espace d’arrivée est de dimension plus grande que 17

Exercice 11. On note par < -,- > le produit scalaire sur R™ et par || - || la norme euclidienne. Etant donné
a € R™, a # 0, on considere la fonction f : R™ — R définie, pour tout = € R", par :

a)
b)
)
Q)

~llell?

fl@x)=<a,x>e

Démontrer que f est différentiable sur R™ et calculer V f(x), le gradient de f, en tout point z € R™.
Déterminer les points critiques de f, c’est-a-dire les points en lequels le gradient s’annule.
Démontrer que f est deux fois différentiable sur R™ et calculer D? f(x).

Déterminer la nature des points critiques de f.

Exercice 12. On se place dans le plan R? muni de la norme euclidienne notée || - ||.

Soit A € R? donné. Trouver l'ouvert U C R? sur lequel la fonction g : R? — R, g(M) = ||[AM]], est
différentiable et donner I'expression de sa différentielle et de son vecteur gradient en un point M € U.

Soient A et B deux points donnés. On pose f(M) = ||AM|| + ||BM]]|.
Montrer que f présente un minimum absolu sur R2. Trouver en quel(s) point(s) il est atteint.

Trouver les extrema de f dans un triangle équilatéral fermé ABC.



Exercice 13. On considére la fonction f de R? dans R définie par

o T o
N Nt N N

o,

3

flzy) =a* — 2> + ¢~

Tracer 'allure du graphe de f.
Montrer que f est de classe C* sur R? et calculer ses matrices jacobiennes et hessiennes en tout point.
Déterminer les points a de R? tels que D f(a) = 0 et étudier leur nature (minimum, maximum, autre...).

Tracer les courbes de niveau de f, c’est-a-dire les ensembles N. = f~1({c}) pour ¢ € R. Préciser le rapport
entre ces courbes et le graphe de f et positionner les points a. Discuter.

Mémes questions avec la fonction g : R? — R définie par
g(w,y) = cosz +y?
Mémes questions avec I’application h : R?> — R définie par

h(z,y) =2 +y°

Convexité

Exercice 14. On dit qu'une fonction f d'un ouvert convexe U de R™ dans R est conveze si pour tout couple
(z,y) € U

A=tz +ty) <(A-0)f(x) +tf(y),  Vte[0,1],

et qu'elle est strictement convexe lorsque pour tout couple (x,y) € U? avec x # y,

2)

F((1 =D +ty) < (L= Of@) +tf),  VEelo1L
On suppose f différentiable sur U. Montrer qu’elle est convexe si et seulement si
fly) = f@) 2 Df(x)(y — ),  V(z.y) €U
et qu’elle est strictement convexe si et seulement si
fy) = f(@) > Df(@)(y —2),  V(wy €U x#y.

Lorsque n = 1, que peut-on dire de U ? Montrer que si f dérivable sur U, f est convexe si et seulement si
f! est croissante et que f est strictement convexe si et seulement si f’ est strictement croissante.

On suppose de nouveau n quelconque. Soit f une fonction convexe de U dans R. Montrer que si a et b sont
des minima locaux de f, alors f(a) = f(b). En déduire qu'un minimum local de f est aussi un minimum
global. Que peut-on dire de I’ensemble sur lequel f atteint sa valeur minimale 7

Donner des exemples de fonctions convexes qui ne sont pas inférieurement bornées et des exemples de
fonctions convexes inférieurement bornées qui n’atteignent pas leur valeur minimale.

On suppose que f est différentiable dans U et que D f est nulle en un point a € U. Montrer que f admet
en a un minimum global sur U.

Montrer que si f est deux fois différentiable sur U, f est convexe si et seulement si, pour tout a € U,
D?f(a) est une forme bilinéaire positive, et que f est strictement convexe si pour tout a, D?f(a) est
définie positive.

Exercice 15. Soit f une fonction de R” dans R. On dit que f est coercive lorsque pour tout A € R, il existe
B € R tel que si ||z|| > B, alors f(z) > A (vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de la norme).

a)
b)

Démontrer que si f est une fonction continue et coercive de R™ dans R, f admet un minimum global.

On considére une fonction f : R™ — R de classe C2, dont la différentielle seconde en tout point est définie
positive, et telle que pour toute forme linéaire « sur R™, f — « soit coercive (condition de superlinéarité).
Donner des exemples de telles fonctions. Démontrer que 'application différentielle Df : R™ — (R™)* est
surjective.

Démontrer que D f est injective.

Démontrer que D f est un difféomorphisme de R™ sur (R™)*.



4 Lemme de Morse et applications
Exercice 16. Soit f une fonction de classe C3 de R? dans R. On suppose que f(0,0) =0 et Df(0,0) = 0.
a) Démontrer que pour (z,y) € R?,
fla,y) = alz,y)2® + 26(z, y)zy + v(z,y)y?,
avec

1 2 1 2 1 2
alen) = [ =t Lt B = [ a0 s e = [ a-nFEenm

(voir aussi l'exercice 7 de la feuille 9).
b) Déterminer «(0,0), £5(0,0), v(0,0).
c¢) Démontrer que les fonctions a, 3, ainsi définies sont de classe C! sur R2,

d) On suppose que D?f(0,0) est définie positive. Montrer qu’il existe une boule B(0, p), avec p > 0, sur
laquelle les fonctions et ay — 32 sont strictement positives. Vérifier que dans cette boule

B(m,y) )2+a(1:,y)'y(a:,y)—ﬁ(x,y)2 2.

f(amy) = Oé(l',y) (.7} + Oé(.T, y)y Oé(l’,y)

e) Pour (z,y) € B(0, p), on pose

u(z,y) = \/M(x + Bz,y) y)’ o(z,y) = \/Oé(x,y)fy(x,y) — 5(x,y)2y

a(z,y) oz, y)

Démontrer que u et v sont de classe C! sur B(0, p).

f) Démontrer que les hypotheéses du théoréeme d’inversion locale sont vérifiées en (0,0) pour 'application
® : B(0, p) — R? définie par
O(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).
En déduire I'existence de voisinages ouverts O et O de (0,0) tels que ® soit un C* difféomorphisme de O
sur O.

g) Démontrer que si ¥ = ((b‘o)_l et si (u,v) € O
foW(u,v) =u*+v%

h) Montrer que les courbes de niveau de f au voisinage de (0,0) sont les images de cercles par un difféomor-
phisme. Interpréter ’exercice 4 de ce point de vue.

i) On suppose maintenant que D?f(0,0) est non dégénérée et de signature +— (c’est-a-dire que la matrice
hessienne posséde une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative). En
modifiant le raisonnement précédent, montrer 'existence voisinages ouverts O et O de (0,0) et d'un
difféomorphisme ¥ de O sur O tels que si (u,v) € O

foU(u,v) =u?— 02

j) Montrer que les courbes de niveau de f au voisinage de (0,0) sont les “images d’arcs d’hyperboles” par
un difféfomorphisme. Interpréter 'exercice 4 de ce point de vue.



