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TD n°4. Connexité

Exercice 1. Les parties suivantes de R? sont-elles connexes par arcs ? connexes ?
{(z,y) eR%Ja| < 1, [yl <1}, RA\{0}, {(z,y) € R* 2 +y* =1},
{(z,y) eR?||z| > 1et |y > 1}, {(z,y) ER*lzr=1lour=—-louy=1louy=—1}
Exercice 2. Soient X et Y deux espaces métriques. Un homéomorphisme X — Y est une bijection continue

d’inverse continue (s’il existe un tel homéomorphisme, on dit que X et Y sont homéomorphes).

a) Montrer que les parties suivantes de R? sont homéomorphes
{(z,y) € R*/x > 0ety >0} et {(z,y) € R*/z < Oety > 0}.

{(z,y) eR?*/y=e""} et {(z,y) € R*/z = cosy}.
b) Montrer que R, R?, [0,1[, [0,1] et S' := {z € C,|2| = 1} sont deux & deux non homéomorphes.
c) Classer les lettres de 'alphabet (en majuscule) par classe d’homéomorphisme.

Exercice 3. Montrer qu’un plan privé d’un nombre fini de points est connexe.

Exercice 4. Soit S* = {z € C||z| = 1}. Soit f : S — R con tinue. Montrer qu’il existe z € S tel que
f(z) = f(—2) (on pourra étudier le signe de la fonction z — f(z) — f(—2)).

Exercice 5. Soit I un intervalle de R et f : I — R une application continue. Montrer que f est injective si et
seulement si elle est strictement monotone.

Exercice 6. Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer que f” satisfait le principe des valeurs intermédiaires
i.e. 'image par f’ d’un intervalle est un intervalle.

Exercice 7. Quelles sont les composantes connexes par arcs de Q 7 Quelles sont les composantes connexes par
arcs de {0,1}? de {0, 1}?

Indication : On pourra montrer que pour tout i € N, Uapplication P; qui a une suite (x,)nen associe x; est
continue.

Exercice 8. Soient A et B deus parties fermées d’'un espace métrique X. On suppose que AU B et AN B sont
connexes par arcs, montrer que A et B sont connexes par arcs.
Exercice 9. Soit X et Y deux espaces métriques non vides.

a) Montrer que X x Y est connexe par arcs si et seulement si X et Y sont connexes par arcs.
Indication : On pourra commencer par montrer que {x} X Y est connexe par arcs pour tout x € X.

b) Montrer que les composantes connexes de X x Y sont de la forme A x B ot A et B sont des composantes
connexes par arcs de X et de Y.

Exercice 10. Soit X := {(z,sin(2))}se10,00 U {(0,9) }ye(-1,1] C R

a) Montrer que X est connexe.

b) Soit f = (f1,f2) : [0,1] — X une application telle que f; soit continue, f1(0) = 0 et f1(1) > 0. Soit
to = sup f; *(0). Montrer que pour tout o > 0 fo([to,to + @) = [~1,1]. En déduire que f n’est pas
continue et que X n’est pas connexe par arcs.

Exercice 11. On se place dans M, (K), ou K = R ou C, 'ensemble des matrices de taille n x n.

a) Montrer que GL,(R) := {M € M, (R)|det(M) # 0} est un ouvert non connexe de M, (R).

b) Montrer que GL,(C) := {M € M, (C)|det(M) # 0} est un ouvert connexe par arcs de M, (C).
Indication : on pourra commencer par montrer que l’ensemble des matrices triangulaires supérieures sans
zéro sur la diagonale est connexe, puis utiliser la triangularisation.

¢) Montrer que SL,(R) := {M € GL,(R)|det(M) = 1} est un fermé connexe par arcs de M, (R).
d) Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisable de M,,(R) est connexe par arcs.

Exercice 12. Soit X un espace métrique compact. Soit (F,),en une suite décroissante de fermés connexes.

Montrer que [, oy Fr est connexe.

Exercice 13. Montrer qu'un espace métrique (X, d) est connexe si et seulement si toute fonction continue
X — {0,1}, ot {0, 1} est muni de la distance discréte (d(z,y) = 1 si & # y, 0 sinon) est constante. En déduire
qu’une réunion quelconque de connexes ayant un point commun est connexe.



Pour aller plus loin...

Exercice 14. Soit X un espace métrique connexe. Montrer que pour tout z,y € X et tout € > 0, il existe une
e-chaine joignant x et y (i.e. il existe n € N, zg,...,z, € X tels que 29 = z,z, =y et Vi € {0,1,...,n — 1},
d(IL'i,IL'H_l) < E).

Montrer qu’un espace métrique X compact bien enchainé (i.e. Vz,y € X et Ve > 0 il existe une e-chaine
joignant x et y) est connexe.

Exercice 15. Soient A, = {(1,4,0),0 < y < 2n+ 1}, B, = {(0,5,0),2n —1 < y < 2n+ 1} et C,, =
{(#,2n,2( —2),0 <2z < I} et X =, on(4n U B, UC,) C R3. Montrer que X est connexe mais n’est pas
connexe par arc.

Exercice 16. Soit X un espace métrique compact et connexe. Montrer que I’ensemble des fermés non vides de
X, muni comme dans ’exercice 13 de la feuille 4 de la distance

0(Fy, Fy) = max(sup d(x, Fy), sup d(z, Fy)),
rxeF> reF;

est connexe.

Exercice 17. Si (X,d) est un espace métrique, on munit 'espace QX := {f € C([0,1], X)|f(0) = f(1)} de la
distance uniforme

d(f1, fo) = sup |fi(z) — fa()].

z€[0,1]

a) Montrer que si f : X — Y est une application continue, Papplication Qf : QX — QY qui & g associe fog
est continue (on pourra commencer par montrer que si K est un compact de X, pour tout € > 0, il existe
1 > 0 tel que pour tout € K et ' in X, d(z,2") <n = d(f(z), f(z')) <e).

b) Montrer que QR" est connexe.
¢) On considére Xy = C\0. Montrer que X est localement connexe.

d) Sin € Z, on définit f,, € QX par f,(z) = e*™. Montrer que pour toute composante connexe de X, il
existe un unique n € Z tel que f,, € X, (on pourra montrer que I'application {f € C(]0,1],C)|f(1)— f(0) €
7} — QX qui & f associe 2™/ est surjective).

e) En déduire que C et C\{0} ne sont pas homéomorphes.



